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Передмова
У процесi iсторичного розвитку взаємозв’язок математики

з iншими науками був неоднаковим. Однi науки систематично
i ґрунтовно використовували математичнi методи, iншi – лише
поверхнево. Iстотний вплив на глибину та характер цих взаємо-
зв’язкiв мали рiвень розвитку математичного апарату i ступiнь
зрiлостi тiєї науки, в межах якої передбачалося застосування
математики. Останнє означає досягнення наукою вiдповiдно-
го рiвня накопичення i систематизацiї знань про об’єкти, якi
вивчаються, можливiсть опису їхнiх основних характеристик
i властивостей на мовi математичних понять i спiввiдношень
або, як тепер прийнято говорити, можливiсть побудови матема-
тичної моделi об’єкту, що дослiджується. Математична модель
ґрунтується на деякому спрощеннi та iдеалiзацiї й тому нiколи
не буває тотожною з розглядуваним об’єктом, не передає всiх
його властивостей i особливостей, але є його приблизним вiдо-
браженням. Однак, саме завдяки тому, що вдається замiнити
реальний об’єкт його моделлю, з’являється можливiсть мате-
матичного формулювання задачi, вивчення i використання для
аналiзу його властивостей вiдповiдного математичного апара-
ту. Цей апарат не залежить вiд конкретної природи об’єкту i
тому дозволяє математично описати широке коло фактiв i спо-
стережень, провести їхнiй детальний кiлькiсний аналiз, перед-
бачити поведiнку об’єкту в рiзних умовах, тобто зпрогнозувати
результати майбутнiх спостережень.

Загальновiдомо, що математичнi моделi давно i з успiхом
використовуються в механiцi, фiзицi та астрономiї. У сучасний
перiод математичнi методи знайшли широке застосування та-
кож у бiологiї, хiмiї, географiї, економiцi та iнших науках.

Посiбник охоплює матерiал з курсу вищої математики для
студентiв, якi навчаються у вищих навчальних закладах за тех-
нiчними, економiчними, бiологiчними, хiмiчними та географiч-
ними спецiальностями. Значна увага в ньому придiляється не
лише формулюванню i вивченню необхiдних математичних по-
нять i фактiв, але й побудовi математичних моделей тих про-
цесiв, якi дослiджуються.

Основу посiбника склали курси лекцiй з вищої матема-
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тики, що читалися авторами протягом багатьох рокiв сту-
дентам вказаних спецiальностей Чернiвецького нацiонально-
го унiверситету, Чернiвецького торговельно-економiчного iн-
ституту Київського нацiонального торговельно-економiчного
унiверситету, Прикарпатського нацiонального унiверситету.

Кожний роздiл посiбника подiлено на параграфи i пунк-
ти, в яких у логiчнiй послiдовностi вводяться поняття i фак-
ти курсу вищої математики. Автори вважали за доцiльне роз-
глядати доведення лише тих теорем, доведення яких є типо-
вими i повчальними для того чи iншого роздiлу вищої мате-
матики, вiдображає його основнi iдеологiчнi засади i служить
поглибленому вивченню. Крiм того, всi теоретичнi положен-
ня курсу iлюструються прикладами, якi полегшують засвоєн-
ня матерiалу. Значна увага авторами придiляється формуван-
ню у студентiв вмiнь i навичок складання математичних моде-
лей в економiчних, бiологiчних, фiзичних, хiмiчних та геогра-
фiчних науках та описанню i алгоритмiзацiї методiв їхнього
розв’язування. Ми вважаємо, що це є одним iз найголовнiших
завдань вивчення курсу вищої математики у вузах студентами
нематематичних спецiальностей. Кожний параграф посiбника
завершується вправами, якi пропонуються для розв’язування
в аудиторiї або для самостiйної роботи. Тому його можна ви-
користовувати i як збiрник задач i вправ.

У першiй частинi посiбника викладено достатньо повно ма-
терiал, що стосується теорiї множин, дiйсних чисел, рiзних
систем координат на площинi i в просторi, основ лiнiйної та
векторної алгебри, аналiтичної геометрiї на площинi i в про-
сторi. Крiм того, розглянуто елементи лiнiйного програмуван-
ня, включаючи питання двоїстостi та транспортну задачу.

Короткий виклад теоретичного матерiалу та описання ал-
горитмiв розв’язування задач, разом з наведеними прикладами
дають можливiсть кожному, хто буде ним користуватися, опа-
нувати програмний матерiал i навчитися його застосовувати.
При цьому автори звертали велику увагу на те, щоб мова посiб-
ника була лаконiчною, основнi факти i твердження подавались
просто й зрозумiло, i в той же час строго математично.

4



Роздiл 1
Деякi питання теорiї множин. Декартовi

координати на прямiй, площинi та в
просторi. Полярна та сферична системи

координат
У цьому роздiлi розглянемо деякi поняття теорiї множин,

комбiнаторики, математичної логiки, дiйсних чисел, поняття
декартових координат на прямiй, площинi та в просторi, а та-
кож познайомимося з полярною, цилiндричною та сферичною
системами координат.

§1. Основнi поняття теорiї множин та
математичної логiки

1.1. Множини та дiї над ними. Сукупнiсть, об’єднання,
система, набiр об’єктiв певної природи називається множи-
ною. При цьому треба чiтко окреслити клас всiх об’єктiв,
що розглядаються, який називається унiверсальною мно-
жиною. Об’єкти, з яких складається множина, називаються її
елементами або точками. Множини бувають скiнченними
i нескiнченними, що визначається кiлькiстю їхнiх елементiв.
Множина, яка не мiстить жодного елемента, називається по-
рожньою i позначається символом ∅. Ця множина вважається
скiнченною. Множини найчастiше позначають великими лiте-
рами латинського алфавiту A, B, C, ..., X, Y , Z, а їхнi еле-
менти – малими a, b, c, ..., x, y, z. Якщо x – елемент множини
X, то пишуть x ∈ X (x належить X). Якщо x не є елементом
множини X, то пишуть x 6∈ X або x∈̄X (x не належить X).

Множина X, яка складається з деяких елементiв множи-
ни Y , називається пiдмножиною множини Y . Записують цей
факт так: X ⊂ Y або Y ⊃ X (X мiститься в Y або Y мiстить
X). Вважають, що ∅ ⊂ X для довiльної множини X, X ⊂ X i
X ⊂ U , де U – унiверсальна множина. Символи ∈,⊂ називають
вiдповiдно знаками належностi i включення.

Якщо множини X i Y складаються з одних i тих самих
елементiв, то кажуть, що вони збiгаються i пишуть X = Y , що
рiвносильно включенням X ⊂ Y i Y ⊂ X.
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Множина, елементами якої є числа, називається числовою
множиною. Зокрема, промiжки числової осi є числовими мно-
жинами.

Для описання множини, утвореної з будь-яких елементiв,
користуватимемося двома способами.

Для довiльних об’єктiв a1, a2, . . ., an множину з цих об’єктiв
позначатимемо символом {a1, a2, . . . , an}, тобто перераховуючи
всi її елементи. Наприклад, X = {a, b, c, d}, Y = {2, 5, 7, 10}.
Iнший спосiб задання полягає в описаннi спiльної властивостi
об’єктiв, з яких утворюємо множину: A = {x : P (x)}. Напри-
клад, A = {x ∈ R : 2 < x < 7} – множина всiх дiйсних чисел,
якi задовольняють нерiвнiсть 2 < x < 7; B = {x ∈ R : x2− 9 ≤
0} – сукупнiсть розв’язкiв нерiвностi x2−9 ≤ 0, тобто множина
точок вiдрiзка [−3; 3]; C = {x ∈ R : x2 − 3x + 2 = 0} є сукуп-
нiстю коренiв рiвняння x2 − 3x + 2 = 0, тобто це множина з
двох елементiв 1 i 2.

Основними числовими множинами є такi множини:
1) натуральних чисел N = {1, 2, . . . , n, . . .};
2) цiлих чисел Z = {...,−2,−1, 0, 1, 2, . . .};
3) рацiональних чисел Q = {m

n : m ∈ Z, n ∈ N}, тобто
множина Q складається з усiх звичайних дробiв;

4) дiйсних чисел R = {a0, a1a2 . . . : a0 ∈ Z, ak ∈ {0, 1, ..., 9},
k ∈ N}, тобто множина R складається з усiх нескiнченних де-
сяткових дробiв. Для них правильнi спiввiдношення N ⊂ Z ⊂
Q ⊂ R.

Нехай a i b – дiйснi числа, причому a < b. Використовува-
тимемо такi позначення:

{x ∈ R : a ≤ x ≤ b} = [a; b]; {x ∈ R : a < x ≤ b} = (a; b];
{x ∈ R : a ≤ x < b} = [a; b); {x ∈ R : a < x < b} = (a; b);
{x ∈ R : a ≤ x} = [a; +∞); {x ∈ R : a < x} = (a; +∞);
{x ∈ R : x ≤ b} = (−∞; b]; {x ∈ R : x < b} = (−∞; b).

Цi множини називаються промiжками, причому [a; b] на-
зивають вiдрiзком або сегментом, [a; b), (a; b], [a; +∞) i
(−∞; b] – напiвiнтервалами, а (a; b), (a; +∞), (−∞; b) – iн-
тервалами. Промiжки [a; b], (a; b], [a; b), (a; b) називають об-
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меженими; a i b – їхнiми кiнцями. Решту промiжкiв назива-
ють необмеженими.

Над множинами можна виконувати такi дiї: об’єднання, пе-
рерiз, доповнення, рiзниця, декартiв добуток.

Об’єднанням A ∪ B двох множин A i B називають мно-
жину, елементи якої належать хоча б однiй з цих множин.

U
A

B

U
A

B

Аналогiчно, об’єднанням кiлькох множин A1, A2, ..., An на-
зивається множина C усiх тих i тiльки тих елементiв, якi на-
лежать хоча б однiй з цих множин: C = A1 ∪ A2 ∪ ... ∪ An або

C =
n⋃

i=1
Ai.

Перерiзом множин A i B на-
зивається множина, елементи якої
належать обом цим множинам i
позначається вона A ∩B.

A B
U

Перерiзом кiлькох множин A1, A2, ..., An називається мно-
жина C усiх їх спiльних елементiв i позначається так: C =

A1 ∩A2 ∩ ... ∩An або C =
n⋂

i=1
Ai.

Доповнення множини A – це
така множина A, елементами якої
є лише тi елементи вiдповiдної
унiверсальної множини U , що не
належать A.

A
U

Рiзниця множин A i B – мно-
жина A \ B, яка дорiвнює A ∩ B,
тобто складається з тих елементiв
множини A, що не належать B.

A
B

U

Декартiв добуток множин A i B – це така множина A×B
– елементами якої є всi пари (a, b), де a ∈ A, b ∈ B. При цьому
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вважається, що (a1, b1) = (a2, b2) тодi й тiльки тодi, коли a1 =
a2, b1 = b2. Аналогiчно визначається декартiв добуток множин
A1, A2, ..., An, а саме: A1×A2× ...×An = {(a1, a2, ..., an) : a1 ∈
A1, a2 ∈ A2, ..., an ∈ An}.

Приклад 1. Знайти A∪B i A∩B, якщо: 1) A = {−2,−1, 0, 3, 5},
B = {−2, 0, 4, 5}; 2) A = {1, 2, 3}, B = {−1}; 3) A = [0; 1), B = ( 1

2 ; 2].
J Маємо 1) A ∪B = {−2,−1, 0, 3, 4, 5}, A ∩B = {−2, 0, 5};

2) A ∪B = {−1, 1, 2, 3}, A ∩B = ∅;
3) A ∪B = [0; 2], A ∩B = ( 1

2 ; 1). I
Приклад 2. Довести, що A ∪B = A∩B для довiльних множин

A i B.
J Нехай x ∈ A ∪B. Тодi x 6∈ A ∪ B, звiдки випливає, що x 6∈ A i

x 6∈ B, тобто x ∈ A i x ∈ B. Останнє означає, що x ∈ A ∩ B, i отже,
A ∪B ⊂ A ∩ B. Повторивши цi мiркування у зворотному порядку,
одержимо A ∪B ⊃ A ∩B. Тому A ∪B = A ∩B. I

Приклад 3. Нехай множини A, B, C мають вiдповiдно два,
чотири i шiсть елементiв. Скiльки елементiв має множина A×B×C?

J Згiдно з означенням декартового добутку A×B×C = {(a, b, c) :
a ∈ A, b ∈ B, c ∈ C}. Оскiльки a може набувати два значення з A, b

– чотири значення з B, c – шiсть значень з C, то всього матимемо
2·4·6 = 48 трiйок вигляду (a, b, c). Тому A×B×C має 48 елементiв. I

Будемо говорити, що мiж елементами множин A i B вста-
новлено взаємно однозначну вiдповiднiсть, якщо кожному
елементу множини A вiдповiдає єдиний елемент множини B i,
навпаки, кожному елементу множини B вiдповiдає єдиний еле-
мент множини A.

Якщо мiж елементами множин A i B встановлено взаємно
однозначну вiдповiднiсть, то цi множини називають еквiва-
лентними i пишуть A ∼ B. Очевидно, що еквiвалентнi скiн-
ченнi множини мають однакову кiлькiсть елементiв або, як ка-
жуть, мають однакову потужнiсть.

Множину, яка еквiвалентна множинi натуральних чисел N,
називають злiченною. Очевидно, що всi злiченнi множини
еквiвалентнi.

1.2. Елементи комбiнаторики. У багатьох приклад-
них задачах доводиться пiдраховувати число всiх пiдмножин
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даної скiнченної множини, якi задовольняють певнi умови. Цi
задачi вивчає комбiнаторика.

Нехай A – множина, число елементiв якої N(A) = n. Таку
множину називають n-множиною.

В основi багатьох теорем i формул комбiнаторики лежать
правила суми i добутку.

Правило суми. Якщо деякий об’єкт a можна вибрати m
способами, а об’єкт b – n способами, причому нiякий вибiр a
не збiгається з жодним з виборiв b, то один з об’єктiв a або b
можна вибрати m + n способами.

На мовi множин дане правило означає, що коли A є m-
множиною, B – n-множиною, причому A∩B = ∅, то N(A∪B) =
N(A) + N(B) = m + n.

Правило добутку. Якщо об’єкт a можна вибрати m спосо-
бами i при кожному виборi об’єкта a об’єкт b можна вибрати n
способами, то вибiр пари (a, b) можна здiйснити mn способами.

На мовi множин правило добутку означає, що коли A є m-
множиною, B – n-множиною, причому A∩B = ∅, то N(A×B) =
N(A) ·N(B) = mn.

Приклад 4. Скiльки чотирицифрових чисел можна утворити
з цифр 0, 1, 2, 3, 4, 5, якщо: а) жодна з цифр не повторюється; б)
цифри можуть повторюватися?

J а) Першою цифрою може бути одна з цифр 1, 2, 3, 4, 5. Як-
що перша цифра вибрана, то друга може бути вибрана 5 способами,
третя – 4 способами, четверта – 3 способами. Згiдно з правилом мно-
ження, загальна кiлькiсть способiв дорiвнює 5 · 5 · 4 · 3 = 300.

б) У цьому випадку першою цифрою може бути одна з цифр 1, 2,
3, 4, 5, тобто 5 випадкiв. Для кожної наступної маємо 6 випадкiв (0,
1, 2, 3, 4, 5). Отже, шукана кiлькiсть чотиризначних чисел дорiвнює
5 · 6 · 6 · 6 = 5 · 63 = 1080. I

Множину A називають упорядкованою, коли в нiй вста-
новлено вiдношення порядку ≺, яке має такi властивостi:

1) для будь-яких {a, b} ⊂ A або a ≺ b (a передує b), або
b ≺ a;

2) якщо a ≺ b, b ≺ c, то a ≺ c.
Для впорядкування n-множини A досить кожному її еле-
менту приписати один з номерiв 1, 2, ...,n або просто запи-
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сати її елементи в певному порядку. Наприклад, множину
A = {a, b, c} можна впорядкувати так: (a, b, c), (b, a, c), (a, c, b),
(b, c, a), (c, a, b), (c, b, a).

Двi впорядкованi множини вважають рiвними, якщо вони
складаються з тих самих елементiв i однаково впорядкованi.

Нехай є n-множина A i деяке натуральне число k ≤ n. Роз-
мiщенням з n елементiв по k називають будь-яку впорядкова-
ну k-пiдмножину множини A. Число розмiщень з n елементiв
по k позначають символом Ak

n. Обчислюється це число за фор-
мулою

Ak
n = n(n− 1) . . . (n− k + 1). (1)

Справдi, розглянемо деяку впорядковану k-пiдмножину
{a1, a2, ..., ak} n-множини A. Перший елемент a1 можна виб-
рати n способами, другий елемент a2 – (n − 1) способами, ...,
останнiй елемент ak – (n− k +1) способами. Згiдно з правилом
добутку одержуємо формулу (1).

Приклад 5. Правлiння фiрми складається з 7 осiб. Скiлько-
ма способами з них можна обрати голову правлiння, директора та
менеджера.

J Скористаємося формулою (1), де n = 7, k = 3:

A3
7 = 7 · 6 · 5 = 210. I

Розмiщення з n елементiв по n називаються перестанов-
ками з n елементiв i їхня кiлькiсть позначається Pn.

Очевидно, що Pn – це число рiзних способiв, якими можна
впорядкувати n-множину, i, отже, Pn = An

n. З формули (1)
випливає, що

Pn = 1 · 2 · ... · n ≡ n!. (2)

Приклад 6. Скiлькома способами можна скласти список з 8
студентiв.

J Оскiльки складання списку є певним упорядкуванням множи-
ни з 8 осiб, то маємо P8 = 8! = 40 320.

Отже, список можна скласти 40 320 способами. I
Комбiнацiєю з n елементiв по k називається будь-яка k-

пiдмножина n-множини A. Число всiх комбiнацiй з n елементiв
по k позначається символом Ck

n.
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Згiдно з означенням, комбiнацiї – це невпорядкованi k-
пiдмножини з n-множини. Розглянемо будь-яку комбiнацiю
{a1, a2, ..., ak}. Упорядковуючи її всеможливими способами,
одержимо k! рiзних розмiщень, тобто маємо рiвнiсть Ak

n =
k!Ck

n.
Отже,

Ck
n =

Ak
n

k!
=

n(n− 1)...(n− k + 1)
k!

. (3)

Приклад 7. Агрохiмiк перевiряє 6 типiв мiнеральних добрив,
для чого йому треба провести декiлька дослiдiв, щоб вивчити сумiс-
нiсть будь-якої трiйки добрив. Для кожного дослiду беруть дiлянку
0,25 га. На якiй площi проводяться всi дослiди?

J Знайдемо спочатку число дослiдiв, якi слiд провести. Скорис-
таємось формулою (3), де n = 6, k = 3: C3

6 = 6·5·4
1·2·3 = 20.

Оскiльки на кожний дослiд видiляється 0,25 га, то на всi дослiди
треба видiлити 20 · 0, 25 = 5 га. I

Формулу (3) можна записати у виглядi

Ck
n =

n!
k!(n− k)!

. (4)

Якщо вважати, що 0! = 1, то формула (4) є правильною i при
n = k.

Числа Ck
n називають бiномними коефiцiєнтами. Ця наз-

ва пов’язана з тим, що вони є коефiцiєнтами у формулi бiнома
Ньютона

(a+ b)n = an +C1
nan−1b+C2

nan−2b2 + . . .+Ck
nan−kbk + . . .+ bn ≡

≡
n∑

k=0

Ck
nan−kbk. (5)

При a = b = 1 з формули (5) випливає, що
n∑

k=0

Ck
n = 2n,

тобто число всiх пiдмножин n-множини дорiвнює 2n.
Для будь-яких натуральних n i k (k ≤ n), як випливає з

формули (3) або (4), маємо

Ck
n = Cn−k

n ,
Ck

n+1 = Ck
n + Ck−1

n .
(6)
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Оскiльки Cn
n = 1, то можна вважати, що C0

n = 1 i тодi
перша формула з (6) у даному випадку є тотожнiстю 1=1.

1.3. Квантори. Логiчнi символи. У математичних
твердженнях часто повторюються окремi слова й цiлi вирази.
Тому при їхньому записi корисно використовувати логiчну сим-
волiку. Для цього зручно вживати значки ∀ i ∃, якi називаються
вiдповiдно кванторами загальностi й iснування.

Символ ∀x означає: "для всiх x "для будь-якого x" або "яке
б не було x". Наприклад, запис ∀x > 0 читається так: "для
довiльного додатного x" або "для всiх додатних x".

Символ ∃x означає: "iснує таке x, що ... "для деяких x ..."
або "принаймнi для одного x ...". Наприклад, запис ∃x > 0
читається так: "iснує таке додатне x, що ...".

Символ ⇒ означає логiчний наслiдок. Так, якщо A i B –
деякi твердження, то запис A ⇒ B означає, що з A випливає
B або якщо має мiсце A, то має мiсце B.

Знак ⇔ означає логiчну рiвносильнiсть. Запис A ⇔ B
означає, що з A випливає B i, навпаки, з B випливає A.

Запис ∀ε > 0 ∃n0 ∀n > n0 : |xn− a| < ε читається так: "для
довiльного ε > 0 iснує таке число n0, що для довiльного n > n0

правильна нерiвнiсть |xn − a| < ε".

1.4. Межi числових множин. Числова множина X на-
зивається обмеженою зверху (знизу), якщо iснує таке число
M(m), при якому для довiльного x ∈ X виконується нерiвнiсть
x ≤ M (x ≥ m). Число M(m) називається верхньою (ниж-
ньою) межею множини X. Множина, обмежена знизу i звер-
ху, називається обмеженою. Будь-який обмежений промiжок
є обмеженою множиною. Iнтервали (a; +∞) i (−∞; b) є множи-
нами, обмеженими вiдповiдно знизу i зверху, але не обмежени-
ми вiдповiдно зверху i знизу. Вся числова пряма не обмежена
нi зверху, нi знизу.

Очевидно, що обмежена зверху (знизу) множина має без-
лiч верхнiх (нижнiх) меж. Справдi, якщо число M є верхньою
межею множини X, то i будь-яке число M1 > M , згiдно з озна-
ченням верхньої межi, також буде верхньою межею цiєї мно-
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жини. Найменша верхня межа множини X, обмеженої зверху,
називається точною верхньою межею цiєї множини; вона
позначається символом supX (супремум iкс).

Якщо M∗ = supX, то:
1) x ≤ M∗, x ∈ X,
2) для довiльного ε > 0 знайдеться елемент x ∈ X такий,

що x > M∗ − ε.
Найбiльша нижня межа, обмеженої знизу множини X, на-

зивається точною нижньою межею цiєї множини i позна-
чається символом inf X (iнфiмум iкс).

Якщо m∗ = inf X, то:
1) x ≥ m∗, x ∈ X,
2) для довiльного ε > 0 знайдеться елемент x ∈ X такий,

що x < m∗ + ε.
Наведемо деякi приклади. Нехай X = (a; b), тодi числа a i

b є вiдповiдно точними нижньою i верхньою межами множини
X, тобто inf X = a, supX = b. Якщо X = (−∞, b), то нижнiх
меж, а отже, й точної нижньої межi множина X не має, а число
b є її точною верхньою межею: supX = b. У випадку множини
[a; b] маємо, що inf X = a, supX = b.

Можна довести, що довiльна непорожня множина, яка об-
межена зверху (знизу), має точну верхню (нижню) межу.

Вправи

1. Довести тотожностi для довiльних множин A, B, C:
a) A ∩B = B ∩A, A ∪B = B ∪A;
б) (A ∩B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C), (A ∪B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C);
в) A ∩B = A ∪B;
г) A ∩ ∅ = ∅, A ∪ U = U ;
д) A ∩A = ∅, A ∪A = U (тут U – унiверсальна множина).
2. Знайти всi пiдмножини множини: а) A = {0, 1}; б) A =

{0, 1, 2, 3}.
3. Нехай A = {2, 3}. Скiльки елементiв має множина: а) A × A;

б) A×A×A.
4. Нехай A = {x ∈ R : |x − 1| ≤ 1}, B = {x ∈ R : |x| ≤ 1}.

Знайти i зобразити такi множини: а) A ∩B; б) A×B.
5. В їдальнi є 3 першi страви, 5 других i 2 третi страви. Скiлькома

способами можна скласти з них обiд?

13



6. У розиграшi першостi країни з футболу беруть участь 16 ко-
манд. Скiлькома способами можуть бути розподiленi золота i срiбна
медалi?

7. Для визначення швидкостi росту бактерiй треба вибрати 4
штами бактерiй з наявних восьми. Скiлькома способами це можна
зробити?

8. Збори з 80 осiб обирають голову, секретаря i трьох членiв
ревiзiйної комiсiї. Скiлькома способами це можна зробити?

9. Вiсiм студентiв подорожували у двох човнах, у меншому з
яких могло вмiститися не бiльше 4 осiб, а в бiльшому – не бiльше 6
осiб. Скiлькома способами вони можуть розмiститися у цих човнах?

10. Скiлькома способами можна 15 шахiстiв подiлити на три ко-
манди по 5 чоловiк?

11. На вечiрцi присутнi 12 дiвчат i 15 юнакiв. Скiлькома спосо-
бами можна вибрати з них 4 пари для танцiв?

12. Число перестановок з n лiтер вiдноситься до числа переста-
новок з n + 2 лiтер, як 0,1 до 3. Знайти n.

Вiдповiдi

2. а) ∅, {0}, {1}, A; б) ∅, {0}, {1}, {2}, {3}, {0, 1}, {0, 2}, {0, 3},
{1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {0, 1, 2}, {0, 1, 3}, {0, 2, 3}, {1, 2, 3}, A. 3. а) 4; б) 8.
4. а) {x ∈ R : 0 ≤ x ≤ 1}; б) {(x, y) ∈ R2: 0 ≤ x ≤ 2,−1 ≤ y ≤ 1}. 5.
30. 6. 16·15 = 240. 7. C4

8 = 70. 8. A2
80C

3
78 = 80!

3!75! . 9. C2
8 +C3

8 +C4
8 = 154.

10. C5
15 · C5

10. 11. A4
12A

4
15. 12. n = 4.
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§2. Дiйснi числа. Координати точки на прямiй,
площинi та в просторi

2.1. Поняття дiйсного числа. Нагадаємо основнi вiдо-
мостi про дiйснi числа.

Множина дiйсних чисел R складається з усiх рацiональних
та iррацiональних чисел. Рацiональним числом називаєть-
ся число, яке можна подати у виглядi звичайного дробу m

n , де
m ∈ Z, n ∈ N. Зокрема, будь-яке цiле число m зображаєть-
ся у виглядi m

1 , i тому є рацiональним. Усi рацiональнi числа
складають множину рацiональних чисел Q. Дiйснi числа, якi
не входять у цю множину, тобто їх не можна подати у виглядi
m
n , де m ∈ Z, n ∈ N, називаються iррацiональними.

Як вiдомо, кожне дiйсне число зображається у виглядi
нескiнченного десяткового дробу a0, a1a2 . . . an . . ., де a0 ∈ Z,
ak ∈ {0, 1, 2, . . . , 9}, k ∈ N. При цьому рацiональне число зобра-
жується у виглядi скiнченного чи нескiнченного перiодичного
десяткового дробу. Наприклад, 15

1 = 15 = 15, 0; −3
4 = −0, 75;

1
3 = 0, 333... = 0, (3). Кожне iррацiональне число зображується
у виглядi нескiнченного неперiодичного десяткового дробу. На-
приклад,

√
2 = 1, 414..., π = 3, 14159..., e = 2, 718.... Тому най-

частiше в арифметичних дiях iррацiональнi числа заокруглю-
ють, тобто замiнюють на наближене рацiональне з потрiбною
точнiстю. Наприклад, π ≈ 3, 14159 ≈ 3, 1416 ≈ 3, 142 ≈ 3, 14.
При заокругленнi iррацiонального числа залишають всi до n−1
цифри дробової частини без змiн, а n-у цифру збiльшують на
1, якщо пiсля неї стоїть одна iз цифр 5, 6, 7, 8 або 9, а якщо
одна iз цифр 0, 1, 2, 3, 4, то n-у цифру залишають без змiни.
При цьому помилка (або похибка) обчислень не перевищить
величини 1

10n .

2.2. Геометричне зображення дiйсного числа.
Координати точки на прямiй. Числовою вiссю нази-
вається пряма, на якiй вибранi початкова точка (початок), до-
датний напрямок (вiдмiчений на рисунку стрiлкою) i вiдрiзок,
довжина якого дорiвнює одиницi (одиниця масштабу).
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Напрямок, протилежний до вибраного напрямку числової
осi, називається вiд’ємним. Якщо дiйсне число x > 0, то йому
вiдповiдає точка числової осi, яка знаходиться вiд початку на
вiдстанi x у додатному напрямку. Якщо ж x < 0, то точка
числової осi, яка йому вiдповiдає, лежить на тiй самiй вiдстанi,
але у вiд’ємному напрямку вiд початку. Число 0 є початком
числової осi.

Дiйсне число x називається координатою точки M чис-
лової осi, яка його зображує. Домовимось писати M(x) у то-
му випадку, коли x є координатою точки M . Доводиться, що
кожному дiйсному числу x вiдповiдає єдина точка M числової
осi, i, навпаки, кожнiй точцi M цiєї осi вiдповiдає єдине дiйсне
число x – координата цiєї точки. Кажуть, що мiж множиною
дiйсних чисел R i множиною точок числової осi iснує взаємно
однозначна вiдповiднiсть, тобто цi множини еквiвалентнi. То-
му надалi замiсть слова "число x" часто використовуватимемо
слово "точка x".

Множина дiйсних чисел є впорядкованою. Це означає, що
довiльнi рiзнi дiйснi числа x1 i x2 задовольняють тiльки одну
з двох нерiвностей x1 > x2 або x1 < x2.

Зауважимо, що множина дiйсних чисел є щiльною, тобто
має властивiсть: мiж двома рiзними дiйсними числами зна-
ходиться безлiч iнших дiйсних чисел. Це означає, що коли
x1 < x2, то iснує x для якого x1 < x < x2 i таких x є нескiн-
ченно багато. Так само щiльними є множини рацiональних та
iррацiональних чисел у множинi дiйсних чисел.

2.3. Абсолютна величина дiйсного числа.
Вiдстань мiж двома точками на прямiй. Окiл
точки. Абсолютною величиною (модулем) дiйсного
числа x називається саме це число, коли воно невiд’ємне,
i протилежне число −x, коли воно вiд’ємне. Позначаєть-
ся абсолютна величина дiйсного числа символом |x|. Отже,

|x| =
{

x, якщо x ≥ 0,
−x, якщо x < 0.
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Згiдно з означенням |x| ≥ 0 i |x| = | − x|.
Розглянемо основнi властивостi модуля:
1) −|x| ≤ x ≤ |x|, x ∈ R;
2) нехай a ≥ 0, тодi нерiвностi |x| ≤ a i −a ≤ x ≤ a рiвно-

сильнi;
3) для довiльних дiйсних чисел x1 i x2:

|x1 + x2| ≤ |x1|+ |x2|,
|x1 − x2| ≥ | |x1| − |x2| |,

|x1x2| = |x1| |x2|,∣∣∣x1
x2

∣∣∣ = |x1|
|x2| , x2 6= 0.

Геометричний змiст модуля x – це вiдстань точки M(x) чис-
лової осi вiд початку.

Абсолютна величина рiзницi двох чисел |x− a| означає вiд-
стань мiж точками x i a числової прямої як для випадку x < a,
так i x > a (див. рисунки).

-
x

|x− a|
x < a

-
x

|x− a|
x > a

aax x

Тому, наприклад, розв’язками нерiвностi |x − a| < ε, де
ε > 0, будуть всi точки iнтервалу (a− ε; a + ε).

- x
a− ε a a + ε

Довiльний iнтервал, який мiстить точку a, називається
околом точки a. Iнтервал вигляду (a − ε; a + ε) називається
ε-околом точки a.

Приклад 1. Спростити вираз |x− 2|x| |.
J Нехай x ≥ 0, тодi |x| = x, i отже, |x− 2|x|| = |x− 2x| = | − x| =

|x| = x. Якщо x < 0, то |x| = −x, а тому |x− 2|x|| = |x + 2x| = |3x| =
|3||x| = −3x. Отже,

|x− 2|x|| =
{

x, якщо x ≥ 0,
−3x, якщо x < 0.

I
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Приклад 2. Знайти вiдстань мiж точками M1(−0, 5) i M2(3, 5).
J Маємо d = |3, 5− (−0, 5)| = |3, 5 + 0, 5| = |4| = 4. I

2.4. Координати точки на площинi та в просторi.
У попередньому пунктi ми вiдзначили, що положення точки на
числовiй прямiй визначається одним числом – координатою цiєї
точки. Положення точки на площинi визначається уже двома
числами, а в просторi – трьома.

Розглянемо на площинi двi взаємно перпендикулярнi чис-
ловi осi Ox i Oy, якi мають спiльний початок O, який збiгається
з точкою перетину осей, i спiльну одиницю масштабу. Вiсь Ox
називається вiссю абсцис, а вiсь Oy – вiссю ординат.

Площину, в якiй розмiщенi осi Ox i Oy назвемо коорди-
натною площиною i позначимо Oxy.

Вiзьмемо довiльну точ-
ку M координатної площини
Oxy. Опустимо з неї перпен-
дикуляри MM1 i MM2 вiд-
повiдно на осi Ox i Oy. Коор-
дината x точки M1 на осi Ox
називається абсцисою точ-
ки M , а координата y точки
M2 на осi Oy – ординатою
точки M .

6

-
O

M

x

y

y

x M1

M2 



︸ ︷︷ ︸

Розглядуванi разом, числа x i y називаються прямокутни-
ми або декартовими прямокутними координатами точки
M . Той факт, що точка M має координати x i y, символiчно
позначають так: M(x; y). При цьому першою в дужках вка-
зують абсцису, а другою – ординату. Початок координат має
координати (0; 0).

Отже, у вибранiй системi координат кожнiй точцi M площи-
ни вiдповiдає упорядкована пара чисел (x; y) – її прямокутнi
координати i, навпаки, кожнiй упорядкованiй парi (x; y) вiд-
повiдає, i при тому одна, точка M на площинi Oxy така, що її
абсциса дорiвнює x, а ордината – y. Отже, прямокутна система
координат на площинi встановлює взаємно однозначну вiдпо-
вiднiсть мiж множиною всiх точок площини i множиною всiх
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упорядкованих пар дiйсних чисел.
Точки на осi Ox мають координати (x; 0), а точки на осi Oy

– (0; y).
Осi Ox i Oy дiлять координатну площину на чотири ча-

стини, якi називаються чвертями i позначаються римськими
цифрами I, II, III i IV так, як показано на рисунку.

6

-
x

y

O

III

III IV

x > 0, y > 0x < 0, y > 0

x < 0, y < 0 x > 0, y < 0

Для довiльних двох точок M1(x1; y1) i M2(x2; y2) площини
вiдстань d мiж ними визначається формулою

d =
√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2.

Приклад 3. Знайти вiдстань d мiж точками M1(−2; 4) i
M2(5; 3).

J Маємо d =
√

(5− (−2))2 + (3− 4)2 =
√

50 = 5
√

2. I
Переконаємося, що положення точки в просторi можна

визначити трьома числами.
Розглянемо три взаємно перпендикулярнi осi в просторi Ox,

Oy i Oz, якi мають спiльний початок O – точку перетину осей i
спiльну масштабну одиницю. Назвемо цi осi координатними
осями, а їх спiльний початок – початком координат.

Простiр, у якому задано осi Ox, Oy i Oz, позначимо симво-
лом Oxyz.

Нехай M – довiльна точка простору Oxyz. Проведемо че-
рез неї три площини, якi перпендикулярнi координатним осям.
Точки M1, M2, M3 перетину цих площин з осями Ox, Oy i Oz
називаються проекцiями точки M на вiдповiднi осi. Нехай
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точка M1 на осi Ox має координату x, точка M2 на осi Oy –
координату y i точка M3 на осi Oz – координату z. Числа x, y,
z називаються прямокутними або декартовими прямокутними
координатами точки M в просторi. Той факт, що точка M має
координати x, y, z записують символiчно так: M(x; y; z). При
цьому x називають абсцисою, y – ординатою, а z – аплiка-
тою. Такi самi назви мають i координатнi осi: вiсь Ox назива-
ють вiссю абсцис, вiсь Oy – вiссю ординат, вiсь Oz – вiссю
аплiкат.

-

6

ª
x

y

z

z

x

y

M(x; y; z)

M3

M1

M2

O

Очевидно, що кожна точка M простору Oxyz визначає єди-
ну впорядковану трiйку чисел (x; y; z) – її координати. Навпа-
ки, положення точки M в просторi Oxyz цiлком визначається
трьома її декартовими координатами.

Якщо через кожну пару координатних осей провести пло-
щину, то дiстанемо три взаємно перпендикулярних площини
Oxy, Oyz i Ozx, якi називаються координатними площина-
ми. Вони дiлять простiр на вiсiм частин – октантiв.

Якщо в просторi Oxyz взято точки M1(x1; y1; z1) i
M2(x2; y2; z2), то вiдстань мiж ними знаходиться за формулою

d =
√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 + (z2 − z1)2.

Приклад 4. Знайти вiдстань мiж точками M1(−1; 2;−3) i
M2(1; 1;−5).

J Згiдно з попередньою формулою, одержимо

d =
√

(1− (−1))2 + (1− 2)2 + (−5− (−3))2 =
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=
√

22 + (−1)2 + (−2)2 =
√

4 + 1 + 4 =
√

9 = 3. I

2.5. Полярнi координати на площинi. Сферичнi
координати в просторi.

2.5.1. Полярнi координати на площинi. Вiзьмемо в
площинi деяку точку O, яку назвемо полюсом. Проведемо з
точки O фiксований промiнь OP (тобто напрямлену пiвпряму
OP ), який називається полярною вiссю.

Нехай M – довiльна точка пло-
щини. З’єднаємо точку M з полюсом
O вiдрiзком OM . Довжина вiдрiзка
OM = r називається полярним ра-
дiусом точки M , а кут ϕ = ∠MOP
– полярним кутом.

-
iϕ

M

PO

r

Полярнi радiус r i полярний кут ϕ повнiстю визначають
положення точки M на площинi i називаються полярними
координатами M . Позначаємо це так: M(r; ϕ). При цьому по-
лярний кут ϕ вважається додатним, якщо вiдраховувати його
вiд полярної осi проти ходу годинникової стрiлки, i вiд’ємним
– за ходом годинникової стрiлки. Тому, щоб описати всi точки
площини досить змiнювати ϕ в таких межах: 0 ≤ ϕ < 2π, а
r ≥ 0. Зауважимо, що полюсу O вiдповiдає r = 0, а полярний
кут для нього не визначається. Це єдина точка площини, у якої
полярний кут не визначається.

Зв’язок мiж прямокутними та полярними коорди-
натами. Припустимо, що полюс полярної системи збiгається
з початком декартової прямокутної системи координат Oxy, а
полярна вiсь – з додатною пiввiсю Ox.

Тодi для довiльної точки M , що
має прямокутнi координати (x; y), а
полярнi (r; ϕ) маємо такi спiввiдно-
шення:

OA = x,AM = y, OM = r,∠AOM = ϕ.-

6

iϕ
O

x

A x

y

y M

r
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Вважаючи кут ϕ гострим, iз прямокутного трикутника
MOA знаходимо OA = OM cosϕ, AM = OM sinϕ, тобто

{
x = r cosϕ,
y = r sinϕ.

(7)

Легко переконатися, що формули (7) правильнi для будь-
якого кута ϕ, i вони виражають декартовi координати через
полярнi.

З iншого боку, з цього самого трикутника AOM маємо
OM =

√
OA2 + AM2, tg ϕ = AM

OA або
{

r =
√

x2 + y2,
tg ϕ = y

x .
(8)

Так виражаються полярнi координати через прямокутнi.
Зауважимо, що при визначеннi кута ϕ за значенням tg ϕ, по-
трiбно враховувати знаки координат x та y.

Якщо в полярнiй системi коорди-
нат фiксувати ϕ, а довiльним чином
змiнювати лише r ≥ 0, то одержи-
мо напiвпрямi, що виходять з полю-
са (променi). Навпаки, при фiксова-
ному r та змiнi ϕ вiд 0 до значення
2π отримаємо коло з центром в точцi
O радiуса r.

-
O

Отже, полярна система координат характеризується поляр-
ною сiткою, яка складається з променiв, що виходять з точки
O, i кiл, з центром в цiй точцi.

Полярну сiтку використовують, наприклад, у фiзичнiй гео-
графiї для побудови "рози" вiтрiв або дiаграм орiєнтацiї улам-
кiв породи.

Приклад 5. Дано прямокутнi координати точки M : x = 1,
y = 1. Знайти її полярнi координати.

J За формулами (8) знаходимо r =
√

12 + 12 =
√

2, tg ϕ = 1. Iз
двох значень ϕ = π

4 i ϕ = 3π
4 слiд розглянути ϕ = π

4 , оскiльки точка
M лежить в першому квадрантi. Отже, полярнi координати точки
M такi: r =

√
2, ϕ = π

4 . I
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Приклад 6. Полярнi координати точки r = 2, ϕ = π
2 . Знайти

її прямокутнi координати.
J За формулами (7) маємо x = 2 cos π

2 = 0, y = 2 sin π
2 = 2. I

2.5.2. Цилiндричнi координати в просторi. Виберемо
на фiксованiй площинi P деяку точку O i взаємно перпендику-
лярнi променi Ox i Oy, що виходять з неї. Прямi, що мiстять цi
променi, вiзьмемо за осi координат в цiй площинi. Крiм того,
розглянемо вiсь Oz, яка проходить через точку O перпендику-
лярно до площини P . Нехай M – довiльна точка простору, M∗

– проекцiя цiєї точки на площину P , а Mz – проекцiя M на вiсь
Oz. Цилiндричними координатами точки M називаються
три числа r, ϕ i z, першi два з яких r i ϕ є полярними коорди-
натами точки M∗ в площинi P вiдносно полюса O i полярної
осi Ox, а число z є координатою точки Mz на осi Oz. Точку M
з цилiндричними координатами r, ϕ i z позначають M(r; ϕ; z).
Назва цилiндричнi координати пов’язана з тим, що коорди-
натна поверхня r = const, тобто поверхня, всi точки якої
мають одну й ту саму координату r, є цилiндром з твiрними
паралельними осi Oz.

6

¼

-

z

x

y

Mz
M

rϕ
O

M∗

Якщо вибрати осi декартової прямокутної системи коорди-
нат Oxyz так, як показано на рисунку, то декартовi координати
x, y, z точки M будуть зв’язанi з її цилiндричними координа-
тами спiввiдношеннями




x = r cosϕ, r ≥ 0,
y = r sinϕ, 0 ≤ ϕ < 2π,
z = z, −∞ < z < ∞.
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Оскiльки першi двi цилiндричнi координати r i ϕ є поляр-
ними координатами проекцiї M∗ точки M на площину P , то їх
стосуються всi зауваження i висновки, якi зроблено в поперед-
ньому пунктi.

2.5.3. Сферичнi координати в просторi. Розглянемо
прямокутну систему координат Oxyz в просторi. Тодi, як вiдо-
мо, довiльна точка M простору має координати (x; y; z).

+

-

6

>

µ

R
θ

ϕ

r
z

Mz

z

x

O
y

M1

M ′
1

M ′′
1

M

.

Положення точки M в просторi можна задавати трiйкою
чисел r, ϕ, θ, де r – довжина вiдрiзка OM , θ – кут, який утво-
рює промiнь OM з вiссю Oz, а ϕ – кут мiж променем OM1 i
додатним напрямком осi Ox. Щоб описати всi точки простору
досить брати r ≥ 0, 0 ≤ ϕ < 2π i 0 ≤ θ ≤ π. Точка O – по-
чаток координат, характеризується тим, що для неї r = 0, а
координати ϕ i θ не мають певного значення; всi точки на осi
Oz описуються значеннями θ = 0 або θ = π i r ≥ 0, а кут ϕ для
них не визначається.

Введена впорядкована трiйка чисел r, ϕ, θ називається сфе-
ричними координатами точки M в просторi.

Назва сферичнi координати пов’язана з тим, що координат-
на поверхня r = const, тобто поверхня, всi точки якої мають
одну й ту саму координату r, є сферою.

Встановимо зв’язок мiж прямокутними i сферичними ко-
ординатами. Нехай точка M знаходиться у першому октантi.
Якщо M(x; y; z), то вiдрiзок OM ′

1 = x, OM ′′
1 = y, M1M = z. То-

дi з трикутника 4OMM1 маємо: MM1 = OM sin(π
2 − θ), тобто

24



MM1 = r cos θ; OM1 = OM cos(π
2 − θ) = r sin θ. З трикутни-

ка 4OM1M
′
1 випливає, що OM ′

1 = OM1 cosϕ = r sin θ cosϕ,
а M ′

1M1 = OM ′′
1 = OM1 sinϕ, тобто x = r sin θ cosϕ, y =

r sin θ sinϕ. Отже, отримали формули




x = r sin θ cosϕ,
y = r sin θ sinϕ,
z = r cos θ,

(9)

якi встановлюють зв’язок мiж прямокутними i сферичними ко-
ординатами точки M з першого октанту. Легко можна пере-
свiдчитися, що вони є правильними для точок всiх iнших ок-
тантiв.

Для формул (9) оберненими є, очевидно (дивись той самий
рисунок), формули





r =
√

x2 + y2 + z2,

tg ϕ =
y

x
,

cos θ =
z

r
.

(10)

Сферичнi координати часто застосовують в географiї, особ-
ливо при складаннi карт земної поверхнi. При цьому Земля
вважається наближено кулею з центром в початку координат,
радiус якої r ≈ 6371 км. Тодi розташування будь-якої точки
на земнiй поверхнi характеризується кутом ϕ, що називається
довготою, i кутом θ, що називається широтою.

Якщо зафiксувати кут ϕ =
ϕ0, а θ змiнювати вiд 0 до π,
то на поверхнi сфери одержимо
пiвколо великого радiуса NMS,
яке називається меридiаном, тут
N(r; 0; 0) – пiвнiчний полюс Зем-
лi, а S(r; 0; π) – пiвденний полюс
Землi.

-

6

+

µϕ0 M

S

N

O

x

y

z

Куту ϕ = 0 вiдповiдає меридiан, що проходить через по-
люcи Землi i мiсто Гринвiч . Якщо ж зафiксувати кут θ, а кут
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ϕ змiнювати в межах вiд 0 до 2π, то одержимо паралель (зо-
крема, при θ = π/2 – екватор).

Знаючи довготу i широту населених пунктiв земної поверх-
нi, можна знайти вiдстанi мiж ними. Нехай A1 i A2 – двi точки
на поверхнi Землi, яким вiдповiдають довгота i широта вiдпо-
вiдно ϕ1, θ1 та ϕ2, θ2. За вiдстань мiж цими точками беруть
довжину найкоротшої дуги великого кола земної кулi, що про-
ходить через цi двi точки A1 i A2.

На рисунку зображена части-
на цього великого кола, α – кут
мiж променями OA1 i OA2 (вва-
жатимемо, що кути α, ϕ, θ1, ϕ2, θ2

вимiрюються в градусах), а r – ра-
дiус Землi. Довжина l дуги вели-
кого кола знаходиться iз пропорцiї

R
α

l
A1 A2

r r

O
2πr

3600
=

l

α
тобто l =

πrα

1800
.

Кут α знаходимо, скориставшись поняттям скалярного до-
бутку векторiв i тим, що, з одного боку, −−→OA1 · −−→OA2 = r2 cosα,
а з другого боку,

−−→
OA1 · −−→OA2 = x1x2 + y1y2 + z1z2,

бо −−→OA1 = (x1; y1; z1),
−−→
OA2 = (x2; y2; z2), де xk, yk, zk, k ∈ {1, 2},

визначаються за формулами (9). Тому

r2 cosα = r2 cosϕ1 cosϕ2 sin θ1 sin θ2+r2 sinϕ1 sinϕ2 sin θ1 sin θ2+

+r2 cos θ1 cos θ2.

Звiдси випливає, що

cosα = cos θ1 cos θ2 + sin θ1 sin θ2 cos(ϕ1 − ϕ2)

або

α = arccos(cos θ1 cos θ2 + sin θ1 sin θ2 cos(ϕ1 − ϕ2)).
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Тодi

l =
πr

1800
arccos(cos θ1 cos θ2 + sin θ1 sin θ2 cos(ϕ1 − ϕ2)).

Наприклад, для Києва θ1 = 39, 70, ϕ1 = 30, 50, а для Берлiна
θ2 = 37, 50, ϕ2 = 130. Тому

l =
π · 6377

1800
arccos(cos 39, 70 cos 37, 50+

+sin 39, 70 sin 37, 50 cos 16, 50) ≈ 1169.

Отже, вiдстань мiж Києвом i Берлiном дорiвнює 1169 км.

Вправи

1. Побудувати точку за її полярними координатами:
а) A(5; 0); б) B(2; π

4 ); в) C(3; π
2 ); г) D(1; π); д) E(2; 5π

6 ).
2. Якi прямокутнi координати має точка, що задана за допомо-

гою полярних координат:
а) A(5; 0); б) B(6; π

4 ); в) C(2; π
2 ); г) D(4; 5π

4 )?
3. За вiдомими декартовими координатами точки M знайти її

полярнi координати:
а) A(2; 2); б) B(

√
3; 1) , в) C(−3; 0), г) D(1;−√3).

4. Написати в полярних координатах рiвняння лiнiї, заданої в
прямокутних координатах:
а) x = 1; б) y = −2; в) y = x; г) y = 2x; д) x2 + y2 = 25.

5. Рiвняння кривої в полярних координатах має вигляд r =
a cosϕ. Написати рiвняння цiєї кривої в прямокутних координатах
i з’ясувати, якою є ця крива.

6. Знайти сферичнi координати точок A(8; 4; 1), B(−2;−2;−1),
C(0;−4; 3), D(1;−1;−1); E(0; 1; 0).

7. Знайти сферичнi координати точки M , якщо промiнь OM
утворює з осями Ox i Oy кути, вiдповiдно рiвнi π

4 i π
3 , а третя коор-

дината точки z = −1.
8. Знайти декартовi координати точки, що лежить на кулi радiу-

са 1, знаючи її широту θ = 450 i довготу ϕ = 3300.
9. Знайти цилiндричнi координати точок за їх декартовими ко-

ординатами A(3; 4; 5), B(1;−1;−1), C(−6; 0; 8).
10. Знайти цилiндричнi координати точки M , знаючи, що про-

мiнь OM утворює з осями координат кути 600, 600 i 1350, а довжина
вiдрiзка OM дорiвнює 1.
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Вiдповiдi

2. а) A(5; 0); б) B(3
√

2; 3
√

3); в) C(0; 2); г) D(−2
√

2;−2
√

3).
3. а) A(2

√
2; π

4 ); б) B(2; π
6 ); в) C(3; π); г) D(2; 5π

3 ). 4. а) r = 1
cos ϕ ;

б) r = − 2
sin ϕ ; в) ϕ = π

4 або ϕ = 5π
4 ; г) tg ϕ = 2; д) r = 5.

5. x2 + y2 = ax; коло з центром в точцi (a
2 ; 0), радiуса |a|

2 .
6. A(9; arctg 1

2 ; arccos 1
9 ); B(3; 5π

4 ; π − arccos 1
3 ); C(5; 3π

2 ; arccos 3
5 );

D(
√

3; 7π
4 ; π − arccos

√
3

3 ); E(1; π
2 ; π

2 ). 7. M(2; arctg
√

2
2 ; 2π

3 ).
8. (

√
6

4 ;−
√

2
4 ;

√
2

2 ). 9. A(5; arctg 4
3 ; 5); B(

√
2; 7π

4 ;−1); C(6;π; 8).
10. M(

√
2

2 ; π
4 ;−

√
2

2 ).
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Роздiл 2
Основи лiнiйної алгебри

У цьому роздiлi розглянемо деякi поняття лiнiйної алгебри,
зокрема, визначники та їхнi властивостi, розв’язування систем
лiнiйних алгебраїчних рiвнянь, матрицi та дiї над матрицями.
Крiм того, наведемо приклади застосування цих понять у рiз-
них галузях знань.

§1. Елементи теорiї визначникiв

1.1. Визначники другого й третього порядкiв.
Нехай задано таблицю (матрицю), яка складається з чотирьох
дiйсних чисел: (

a11 a12

a21 a22

)
. (1)

Матриця має два рядки i два стовпчики. Її називають матри-
цею другого порядку, а числа a11, a12, a21, a22 – її елемента-
ми. Елементи прийнято позначати лiтерою з двома iндексами.
Перший iндекс вказує номер рядка, а другий – номер стовпчи-
ка, на перетинi яких знаходиться даний елемент.

Визначником (детермiнантом) другого порядку, що
вiдповiдає матрицi (1), називають число a11a22 − a21a12, яке

позначають символом
∣∣∣∣

a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ . Отже,

∣∣∣∣
a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ = a11a22 − a21a12. (2)

Числа a11, a12, a21, a22 називаються елементами визнач-
ника.

Множини елементiв з однаковим першим iндексом назива-
ють рядками, а з однаковим другим iндексом – стовпчиками
визначника, тобто елементи, розмiщенi на горизонталях, утво-
рюють рядки, а на вертикалях – стовпчики визначника. Дiаго-
наль, яка утворена елементами a11, a22 називається головною,
а дiагональ, яка утворена елементами a12, a21 – побiчною.
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Визначником третього порядку, що вiдповiдає матрицi



a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33


 ,

називається число, що дорiвнює алгебраїчнiй сумi a11a22a33 +
a21a32a13 +a12a23a31 −a31a22a13 −a21a12a33 −a32a23a11, яке по-
значають символом

∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
.

Отже,∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
= a11a22a33 +a21a32a13 +a12a23a31−

−a31a22a13 −a21a12a33 −a32a23a11. (3)

Поняття елементiв, рядкiв, стовпчикiв, дiагоналей, введенi
для визначникiв другого порядку, правильнi й для визначникiв
третього порядку.

Iснують декiлька правил обчислення визначникiв третього
порядку.

1)Правило трикутникiв. У формулi (3) три першi додан-
ки визначника третього порядку є добутками елементiв голов-
ної дiагоналi та елементiв, розмiщених у вершинах двох рiвно-
бедрених трикутникiв, основи яких паралельнi головнiй дiаго-
налi. Для трьох iнших добуткiв, якi беруться у формулi (3) зi
знаком "− використовується таке саме правило, тiльки береть-
ся не головна, а побiчна дiагональ.

∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
2) Правило Сарруса. За цим правилом складаємо матри-

цю (таблицю), для якої обчислюватимемо визначник. Справа
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вiд неї записуємо її перший i другий стовпчики. В основнiй
таблицi проводимо головну дiагональ i двi прямi, їй паралель-
нi, що мiстять по три елементи. Добутки елементiв, розмiще-
них на зазначених трьох прямих, є трьома членами визначни-
ка, що беруться зi своїми знаками. Щоб обчислити три iншi
члени визначника, проводимо побiчну дiагональ i двi прямi, їй
паралельнi, що мiстять по три елементи. Добутки цих елемен-
тiв беруться з протилежним знаком. Схематично це правило
зображено на рисунку




a11 a12 a13 a11 a12

a21 a22 a23 a21 a22

a31 a32 a33 a31 a32


 .

+

− −

+ +

−

Приклад 1. Обчислити визначник ∆ =
∣∣∣∣

2 5
3 −4

∣∣∣∣.
J Згiдно з формулою (2) ∆ = 2 · (−4)− 3 · 5 = −8− 15 = −23. I

Приклад 2. Обчислити визначник ∆ =

∣∣∣∣∣∣

2 3 −4
5 6 7
8 0 3

∣∣∣∣∣∣
.

J Скористаємося правилом трикутника обчислення визначника
третього порядку: ∆ = 2·6·3+5·0·(−4)+3·7·8−8·6·(−4)−0·7·2−3·5·3 =
36 + 168 + 192− 45 = 351. I

Приклад 3. За допомогою правила Сарруса обчислити визнач-

ник ∆ =

∣∣∣∣∣∣

2 1 1
3 5 −1
2 −3 1

∣∣∣∣∣∣
.

J Маємо таблицю




2 1 1 2 1
3 5 −1 3 5
2 −3 1 2 −3


. Тодi ∆ = 2 ·5 ·1+1 ·

(−1)·2+1·3·(−3)−2·5·1−(−3)·(−1)·2−1·3·1 = 10−2−9−10−6−3 =
−20. I

Розглянемо властивостi визначникiв. Цi властивостi пра-
вильнi для визначникiв будь-якого порядку.

Властивiсть 1. Величина визначника не змiниться, якщо
його рядки помiняти мiсцями з вiдповiдними стовпчиками,
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тобто ∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

a11 a21 a31

a12 a22 a32

a13 a23 a33

∣∣∣∣∣∣
. (4)

J Доведення випливає безпосередньо з означення визнач-
ника, якщо застосувати його до правої i лiвої частин рiвностi
(4). I

Операцiя замiни рядкiв стовпчиками, а стовпчикiв рядками
з однаковими номерами називається транспонуванням. От-
же, при транспонуваннi значення визначника не змiнюється.

З цiєї властивостi випливає, що рядки та стовпчики визнач-
ника рiвноправнi, тобто всi властивостi, встановленi для ряд-
кiв, правильнi й для стовпчикiв, i навпаки. Надалi всi власти-
востi можна формулювати i доводити тiльки для рядкiв або
стовпчикiв.

Властивiсть 2. При перестановцi двох рядкiв (стовпчи-
кiв) визначник зберiгає абсолютну величину i змiнює знак на
протилежний.

J Доведення випливає з означення визначника. I
Властивiсть 3. Визначник з двома однаковими рядками

(стовпчиками) дорiвнює нулю.
J Помiняємо мiсцями два однакових рядки визначника. То-

дi, з одного боку, визначник ∆ не змiниться, а з iншого – згiдно
з властивiстю 2, знак його змiниться на протилежний. Отже,
∆ = −∆, звiдки 2∆ = 0, тобто ∆ = 0. I

Введемо поняття мiнора й алгебраїчного доповнення
елемента визначника.

Нехай є визначник ∆ =

∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
. Викреслимо в

ньому i-й рядок i j-й стовпчик, на перетинi яких розмiще-
но елемент aij . Внаслiдок цього одержимо визначник другого
порядку, який називається мiнором, що вiдповiдає елементу
aij у визначнику ∆, i позначається символом Mij . Наприклад,

M12 =
∣∣∣∣

a21 a23

a31 a33

∣∣∣∣, M31 =
∣∣∣∣

a12 a13

a22 a23

∣∣∣∣ .

32



Алгебраїчним доповненням Aij елемента aij визнач-
ника ∆ називається мiнор Mij , взятий зi своїм знаком, якщо
сума номерiв рядка i стовпчика, на перетинi яких розмiщений
елемент aij , парна, i зi знаком мiнус, якщо ця сума непарна.

Залежнiсть мiж мiнором Mij й алгебраїчним доповненням
Aij виражається спiввiдношенням

Aij = (−1)i+jMij ,
де i – номер рядка, j – номер стовпчика, на перетинi яких зна-
ходиться елемент aij .

Наприклад, A23 = (−1)2+3M23 = −M23 = −
∣∣∣∣

a11 a12

a31 a32

∣∣∣∣,
A11 = (−1)1+1M11 = M11, A12 = (−1)1+2M12 = −M12.

Властивiсть 4. Розклад визначника за елементами
рядка (стовпчика). Визначник дорiвнює сумi попарних до-
буткiв елементiв будь-якого з його рядкiв (стовпчикiв) на їх-
нi алгебраїчнi доповнення. Сума попарних добуткiв елементiв
будь-якого рядка (стовпчика) на алгебраїчнi доповнення еле-
ментiв iншого рядка (стовпчика), дорiвнює нулю.

J Запишемо формулу (3) у виглядi

∆ =

∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
= a11(a22a33 − a32a23)−

−a12(a21a33 − a31a23) + a13(a21a32 − a31a22) = a11

∣∣∣∣
a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣−

−a12

∣∣∣∣
a21 a23

a31 a33

∣∣∣∣ + a13

∣∣∣∣
a21 a22

a31 a32

∣∣∣∣ = a11(−1)1+1

∣∣∣∣
a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣+

+a12(−1)1+2

∣∣∣∣
a21 a23

a31 a33

∣∣∣∣ + a13(−1)1+3

∣∣∣∣
a21 a22

a31 a32

∣∣∣∣ =

= a11A11 + a12A12 + a13A13.

Отже,
∆ = a11A11 + a12A12 + a13A13. (5)

Формулу (5) називають розкладом визначника за еле-
ментами першого рядка. Визначник можна розкладати за
елементами iнших рядкiв, а також стовпчикiв.
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Для доведення другої половини властивостi 4 розглянемо
визначник

∆′ =

∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

a31 a32 a33

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
,

утворений з визначника ∆ замiною другого рядка третiм ряд-
ком. Згiдно з властивiстю 3 визначник ∆′ дорiвнює нулю. Ал-
гебраїчнi доповнення будь-якого з елементiв другого рядка не
залежать вiд елементiв цього рядка, оскiльки вони викреслю-
ються при утвореннi алгебраїчних доповнень. Тому алгебраїчнi
доповнення вiдповiдних елементiв другого рядка визначникiв
∆ i ∆′ збiгаються. Розклавши визначник ∆′ за елементами його
другого рядка, матимемо

∆′ = a31A21 + a32A22 + a33A23 = 0.

Аналогiчно можна розглянути й iншi варiанти. I
Властивiсть 5. Якщо всi елементи деякого рядка (стовп-

чика) визначника дорiвнюють нулю, то такий визначник
дорiвнює нулю.

J Нехай усi елементи деякого рядка (стовпчика) дорiвно-
ють нулю. Розклавши визначник за елементами цього ряд-
ка (стовпчика), дiстаємо суму нулiв, а отже, i сам визначник
дорiвнює нулю. I

Властивiсть 6.Множник, спiльний для всiх елементiв де-
якого рядка (стовпчика), можна винести за знак визначника.

J Нехай, наприклад, усi елементи другого рядка мають
спiльний множник λ

∆′ =

∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

λa21 λa22 λa23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
,

Розклавши визначник ∆′ за елементами 2-го рядка, дiстанемо

∆′ = λa21A21+λa22A22+λa23A23 = λ(a21A21+a22A22+a23A23).
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Вираз у дужках є визначником

∆ =

∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
,

а тому
∆′ = λ∆. I

Властивiсть 7. Якщо всi елементи деякого рядка (стовп-
чика) визначника ∆ є сумою двох доданкiв, то й сам визнач-
ник дорiвнює сумi двох визначникiв ∆1 i ∆2. У визначнику ∆1

вказаний рядок (стовпчик) складається з перших доданкiв, а
у ∆2 – з других доданкiв. Решта рядкiв (стовпчикiв) визнач-
никiв ∆1 i ∆2 – тi самi, що й в ∆.

J Доведемо, наприклад, рiвнiсть
∣∣∣∣∣∣

b11 + c11 b12 + c12 b13 + c13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

b11 b12 b13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
+

+

∣∣∣∣∣∣

c11 c12 c13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
.

Розкладемо визначник злiва за першим рядком. Тодi одержимо
суму

(b11 + c11)A11 + (b12 + c12)A12 + (b13 + c13)A13,

або пiсля розкриття дужок,

(b11A11 + b12A12 + b13A13) + (c11A11 + c12A12 + c13A13).

Перша з цих сум дорiвнює першому з визначникiв справа, а
друга сума дорiвнює другому визначнику. I

Властивiсть 8. Визначник не змiниться, якщо до одного
з рядкiв (стовпчикiв) додати iнший рядок (стовпчик), помно-
жений на довiльне число.
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J Доведемо, що
∣∣∣∣∣∣

a11 + λa21 a12 + λa22 a13 + λa23

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
.

Для цього застосуємо до визначника, розмiщеного злiва,
властивiсть 7. Тодi одержимо, що цей визначник дорiвнює

∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣

λa21 λa22 λa23

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
.

Другий з цих визначникiв дорiвнює нулю, оскiльки, пiсля
винесення за знак визначника спiльного множника λ елементiв
першого рядка, одержується визначник з двома однаковими
рядками. I

1.2. Поняття про визначники вищих порядкiв.
Властивiсть розкладу визначника за елементами рядка (стовп-
чика) дає можливiсть за аналогiєю ввести поняття визначника
n-го порядку.

Нехай є таблиця (матриця) складена з n2 чисел



a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 ... ann


 . (6)

Визначником n-го порядку, що вiдповiдає матрицi (6), є
число, яке дорiвнює сумi добуткiв елементiв будь-якого рядка
(стовпчика) на їхнi алгебраїчнi доповнення.

Позначається визначник n-го порядку символом
∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 ... ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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Згiдно з означенням
∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 ... ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= ai1Ai1 + ai2Ai2 + ... + ainAin, i ∈ {1, ..., n} (7)

або ∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 ... ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= a1jA1j + a2jA2j + ... + anjAnj , j ∈ {1, ..., n}. (8)

Формула (7) дає розклад визначника за елементами i-го
рядка, а формула (8) – за елементами j-го стовпчика. При
цьому, якщо деякi елементи рядка або стовпчика, за якими
розкладається визначник, дорiвнюють нулю, то доданки, що
вiдповiдають цим елементам у розкладi визначника, випада-
ють. Тому доцiльно розкладати визначник за тими рядками
або стовпчиками, якi мiстять найбiльшу кiлькiсть нулiв. Згiдно
з властивiстю 8 можна накопичувати нулi в будь-якому рядку
або стовпчику визначника.

Приклад 4. Обчислити визначник

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 0
2 3 5 7
0 1 4 6
8 0 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

J Розкладемо даний визначник за елементами першого рядка

∆ = 1 · (−1)1+1

∣∣∣∣∣∣

3 5 7
1 4 6
0 1 2

∣∣∣∣∣∣
= 24 + 7 + 0− 0− 18− 10 = 3. I
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Приклад 5. Обчислити визначник

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 4
2 1 2 3
3 2 1 2
4 3 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

J Перетворимо спочатку визначник так, щоб у першому рядку
всi елементи, крiм одного, дорiвнювали нулю. Для цього послiдовно
помножимо перший стовпчик на −2, −3, −4, i додамо вiдповiдно до
другого, третього i четвертого стовпчикiв. Дiстанемо визначник

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 0
2 −3 −4 −5
3 −4 −8 −10
4 −5 −10 −15

∣∣∣∣∣∣∣∣
,

який розкладемо за елементами першого рядка

∆ = 1 · (−1)1+1

∣∣∣∣∣∣

−3 −4 −5
−4 −8 −10
−5 −10 −15

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

−3 −4 −5
−4 −8 −10
−5 −10 −15

∣∣∣∣∣∣
.

Помножимо перший рядок останнього визначника послiдовно на
−2 та на −3 i додамо до другого i третього рядкiв. Матимемо

∆ =

∣∣∣∣∣∣

−3 −4 −5
2 0 0
4 2 0

∣∣∣∣∣∣
.

Розклавши цей визначник за елементами другого рядка, знайде-
мо

∆ = 2 · (−1)2+1

∣∣∣∣
−4 −5
2 0

∣∣∣∣ = −2 · 10 = −20. I

Вправи

1. Обчислити визначник:

1)
∣∣∣∣

2 3
−1 4

∣∣∣∣; 2)
∣∣∣∣

a + b a− b
a− b a + b

∣∣∣∣; 3)
∣∣∣∣

x− 1 1
x3 x2 + x + 1

∣∣∣∣;
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4)

∣∣∣∣∣∣

3 −2 1
−2 1 3
2 0 −2

∣∣∣∣∣∣
; 5)

∣∣∣∣∣∣

2 −1 3
−2 3 2
0 2 5

∣∣∣∣∣∣
; 6)

∣∣∣∣∣∣

0 a a
a 0 a
a a 0

∣∣∣∣∣∣
;

7)

∣∣∣∣∣∣

2 0 5
1 3 16
0 −1 10

∣∣∣∣∣∣
.

2. Розв’язати рiвняння або нерiвнiсть:

1)
∣∣∣∣

2 x− 4
1 4

∣∣∣∣ = 0; 2)
∣∣∣∣

3x− 3 2
x 1

∣∣∣∣ > 0; 3)
∣∣∣∣

x 3x
4 2x

∣∣∣∣ < 14;

4)
∣∣∣∣

3x −1
x 2x− 3

∣∣∣∣ =
3
2
; 5)

∣∣∣∣∣∣

1 1 1
2 5− x 2

8− x 3 3

∣∣∣∣∣∣
= 0;

6)

∣∣∣∣∣∣

x− 3 1 0
0 x + 1 0
0 0 x + 3

∣∣∣∣∣∣
= 0; 7)

∣∣∣∣∣∣

2 x + 2 −1
1 1 −2
5 −3 x

∣∣∣∣∣∣
> 0.

3. Обчислити визначник, розклавши за елементами будь-якого
рядка або стовпчика:

1)

∣∣∣∣∣∣

2 0 0
1 3 7
5 6 4

∣∣∣∣∣∣
; 2)

∣∣∣∣∣∣

1 17 −7
−1 13 1
1 7 1

∣∣∣∣∣∣
; 3)

∣∣∣∣∣∣

1 2 4
−2 1 −3
3 −4 2

∣∣∣∣∣∣
;

4)

∣∣∣∣∣∣∣∣

2 2 11 5
1 1 5 2
2 −3 3 2
1 −3 3 4

∣∣∣∣∣∣∣∣
; 5)

∣∣∣∣∣∣∣∣

2 3 11 5
1 1 5 2
−3 1 3 2
−3 1 3 4

∣∣∣∣∣∣∣∣
;

6)

∣∣∣∣∣∣∣∣

3 5 7 2
1 2 3 4
−2 −3 3 2
1 3 5 4

∣∣∣∣∣∣∣∣
; 7)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 0 0 0
3 2 3 0 0
0 4 3 4 0
0 0 5 4 5
0 0 0 6 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Вiдповiдi

1. 1) 11; 2) 4ab; 3) −1; 4) −12; 5) 0; 6) 2a3; 7) 87. 2. 1) 12; 2) x > 3;

3) −1 < x < 7; 4) x1 = −1
6
, x2 =

3
2
; 5) x1 = 3, x2 = 5; 6) x1 = 3,

x2 = −1, x3 = −3; 7) −6 < x < −4. 3. 1) −60; 2) 180; 3) 0; 4) 0;
5) −28; 6) −70; 7) 640.
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§2. Системи лiнiйних рiвнянь

Система лiнiйних рiвнянь має вигляд




a11x1 + a12x2 + ... + a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + ... + a2nxn = b2,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1x1 + am2x2 + ... + amnxn = bm.

(9)

Тут x1, x2,..., xn – невiдомi, якi треба знайти; aij – сталi, якi
називають коефiцiєнтами системи, i ∈ {1, ..., m}, j ∈ {1, ..., n}
(перший iндекс коефiцiєнта означає номер рiвняння, у якому
знаходиться цей коефiцiєнт, а другий iндекс – номер невiдомо-
го, на який множимо цей коефiцiєнт); b1, b2, ..., bm – сталi, якi
називаються вiльними членами.

Розв’язком системи (9) називають будь-яку сукупнiсть чи-
сел (α1; α2; ...; αn), яка при пiдстановцi її в систему замiсть вiд-
повiдних невiдомих x1, x2, . . ., xn перетворює всi рiвняння си-
стеми в правильнi рiвностi.

Систему (9) називають сумiсною, якщо вона має принайм-
нi один розв’язок, i несумiсною, якщо вона не має розв’язкiв.
Якщо сумiсна система має тiльки один розв’язок, то її на-
зивають визначеною, а якщо бiльше одного розв’язку, то
невизначеною.

Систему (9) називають однорiдною, якщо всi вiльнi чле-
ни дорiвнюють нулю, i неоднорiдною, якщо принаймнi один
з вiльних членiв не дорiвнює нулю. Очевидно, що однорiдна
система завжди сумiсна, оскiльки має розв’язок x1 = 0, x2 = 0,
... ,xn = 0, який називають нульовим або тривiальним.

Двi системи лiнiйних рiвнянь називаються рiвносильни-
ми або еквiвалентними, якщо вони сумiснi й мають однi й тi
самi розв’язки або якщо вони несумiснi. За допомогою елемен-
тарних перетворень систему (9) можна звести до еквiвалентної
системи. Елементарними називають такi перетворення:

1) викреслювання рiвняння 0 · x1 + 0 · x2 + ... + 0 · xn = 0 –
нульового рядка;

2) перестановка рiвнянь або доданкiв aijxj у рiвняннях;
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3) додавання до обох частин одного рiвняння вiдповiдно
обох частин iншого рiвняння цiєї системи, помноженого на до-
вiльне число;

4) вiдкидання рiвнянь, якi є лiнiйними комбiнацiями iнших
рiвнянь системи, тобто рiвнянь, що є алгебраїчною сумою iн-
ших рiвнянь з деякими коефiцiєнтами.

Розглянемо деякi методи розв’язування лiнiйних систем.

2.1. Системи n лiнiйних рiвнянь з n невiдомими.
Правило Крамера. Розглянемо систему n лiнiйних рiвнянь
з n невiдомими





a11x1 + a12x2 + ... + a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + ... + a2nxn = b2,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1x1 + an2x2 + ... + annxn = bn.

(10)

Введемо позначення

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
;

∆j =

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1 j−1 b1 a1 j+1 . . . a1n

a21 . . . a2 j−1 b2 a2 j+1 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 . . . an j−1 bn an j+1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
, j ∈ {1, ..., n}.

Визначник ∆ називається головним визначником си-
стеми (10). Визначники ∆j , j ∈ {1, ..., n}, одержуються з
визначника ∆ замiною j-го стовпчика стовпчиком з вiльних
членiв.

Теорема 1 (правило Крамера). Якщо визначник ∆ си-
стеми n лiнiйних рiвнянь з n невiдомими (10) не дорiвнює
нулю, то ця система має єдиний розв’язок, що визначається
формулами

xj =
∆j

∆
, j ∈ {1, ..., n}. (11)
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J Нехай (x1;x2; ...; xn) розв’язок системи (10). Для того щоб
знайти його складову xj , домножимо перше рiвняння на A1j ,
друге – на A2j i так далi, n-е рiвняння – на Anj , де A1j , A2j ,
..., Anj – алгебраїчнi доповнення елементiв j-го стовпчика, i
додамо цi рiвняння. Тодi одержимо вираз

(a11A1j+a21A2j+...+an1Anj)x1+(a12A1j+a22A2j+...+an2Anj)x2+

+ . . .+(a1jA1j+a2jA2j+...+anjAnj)xj+...+(a1nA1j+a2nA2j+...+

+annAnj)xn = b1A1j + b2A2j + ... + bnAnj . (12)

Коефiцiєнт при невiдомому xj є сумою добуткiв елементiв j-го
стовпчика визначника ∆ на вiдповiднi їм алгебраїчнi доповнен-
ня i, згiдно з властивiстю 4 визначникiв, дорiвнює визначнику
∆. Коефiцiєнти при всiх iнших невiдомих є сумами добуткiв
елементiв усiх стовпчикiв, крiм j-го, на алгебраїчнi доповнен-
ня елементiв j-го стовпчика i, у вiдповiдностi з властивiстю 4
визначникiв, дорiвнюють нулю. Вираз у правiй частинi (12) є
∆j , а тому (12) набуває вигляду

∆ · xj = ∆j , j ∈ {1, ..., n}, (13)

звiдки випливають рiвностi (11), якi називаютьсяформулами
Крамера.

Отже, ми довели, що коли (x1; x2; ...; xn) є розв’язком систе-
ми (10), то числа xj , j ∈ {1, ..., n}, визначаються формулами
(11).

Навпаки, сукупнiсть чисел xj , j ∈ {1, ..., n}, якi визнача-
ються формулами (11), є розв’язком системи (10). Справдi, пiд-
ставляючи цi xj , j ∈ {1, . . . , n}, у лiву частину k-го рiвняння,
k ∈ {1, ..., n}, системи (10), згiдно з властивiстю 4 визначника,
одержимо

n∑

j=1

akj
∆j

∆
=

1
∆

n∑

j=1

akj

n∑

s=1

bsAsj =
1
∆

n∑

s=1

bs

n∑

j=1

akjAsj =

=
1
∆

bk∆ = bk, k ∈ {1, ..., n}. I
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Приклад 1. Розв’язати систему
{

2x1 + 3x2 = 7,
4x1 − 5x2 = 2.

J Маємо

∆ =
∣∣∣∣

2 3
4 −5

∣∣∣∣ = −10− 12 = −22.

Оскiльки ∆ 6= 0, то система має єдиний розв’язок, який можна знай-
ти за формулами Крамера. Знайдемо ∆1 i ∆2:

∆1 =
∣∣∣∣

7 3
2 −5

∣∣∣∣ = −35− 6 = −41; ∆2 =
∣∣∣∣

2 7
4 2

∣∣∣∣ = 4− 28 = −24.

Тодi, згiдно з формулами (11),

x1 =
∆1

∆
=

41
22

; x2 =
∆2

∆
=

12
11

.

Вiдповiдь: (
41
22

;
12
11

). I
Приклад 2. Розв’язати систему





x1 + 2x2 + x3 = 4,
3x1 − 5x2 + 3x3 = 1,
2x1 + 7x2 − x3 = 8.

J Знайдемо визначник системи

∆ =

∣∣∣∣∣∣

1 2 1
3 −5 3
2 7 −1

∣∣∣∣∣∣
= 5 + 21 + 12 + 10− 21 + 6 = 33.

Оскiльки визначник системи не дорiвнює нулю, то система має
єдиний розв’язок, який знаходиться за формулами Крамера:

∆1 =

∣∣∣∣∣∣

4 2 1
1 −5 3
8 7 −1

∣∣∣∣∣∣
= 20 + 7 + 48 + 40− 84 + 2 = 33;

∆2 =

∣∣∣∣∣∣

1 4 1
3 1 3
2 8 −1

∣∣∣∣∣∣
= −1 + 24 + 24− 2− 24 + 12 = 33;

∆3 =

∣∣∣∣∣∣

1 2 4
3 −5 1
2 7 8

∣∣∣∣∣∣
= −40 + 84 + 4 + 40− 7− 48 = 33;
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x1 =
∆1

∆
=

33
33

= 1; x2 =
∆2

∆
=

33
33

= 1; x3 =
∆3

∆
=

33
33

= 1.

Вiдповiдь: (1; 1; 1). I
Iстотним недолiком розв’язування систем n лiнiйних рiв-

нянь з n невiдомими за формулами Крамера є велика трудо-
мiсткiсть при обчисленнi визначникiв. Тому цей метод засто-
совувати на практицi для розв’язування реальних прикладних
задач не завжди доцiльно. Значно швидше можна розв’язати
систему лiнiйних рiвнянь методом послiдовного виключення
невiдомих (методом Жордана–Гаусса), який буде розглянуто
пiзнiше.

2.2. Однорiдна система лiнiйних рiвнянь. Розгля-
немо систему рiвнянь вигляду





a11x1 + a12x2 + ... + a1nxn = 0,
a21x1 + a22x2 + ... + a2nxn = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1x1 + an2x2 + ... + annxn = 0,

(14)

яка називається однорiдною. Очевидно, що система (14)
завжди має нульовий (тривiальний) розв’язок (0; 0; . . . ; 0).
З’ясуємо, коли ця система має ненульовi (нетривiальнi)
розв’язки.

Теорема 2. Якщо визначник ∆ однорiдної системи (14) не
дорiвнює нулю, то вона має лише тривiальний розв’язок.

J Оскiльки всi ∆j , j ∈ {1, ..., n}, дорiвнюють нулю, бо
мiстять нульовий стовпчик, то згiдно з теоремою 1 (формули
(11)) xj = 0, j ∈ {1, ..., n}. I

Якщо ж система (14) має нетривiальний розв’язок, то її
визначник ∆ дорiвнює нулю. Це випливає з того, що коли б
∆ 6= 0, то згiдно з теоремою 2, єдиним розв’язком системи (14)
був би нульовий. Отже, ненульовi розв’язки система (14) має
тодi й тiльки тодi, коли ∆ = 0.

Приклад 3. Розв’язати систему




x1 − x2 + 2x3 = 0,
2x1 + x2 − x3 = 0,
3x1 − 2x2 + x3 = 0.
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J Оскiльки

∆ =

∣∣∣∣∣∣

1 −1 2
2 1 −1
3 −2 1

∣∣∣∣∣∣
= 1− 8 + 3− 6− 2 + 2 = −6 6= 0,

то система має лише єдиний розв’язок (0; 0; 0). I
Приклад 4. Розв’язати систему





2x1 + 3x2 − x3 = 0,
4x1 + 6x2 − 2x3 = 0,
3x1 − x2 + 2x3 = 0.

J Маємо, що ∆ =

∣∣∣∣∣∣

2 3 −1
4 6 −2
3 −1 2

∣∣∣∣∣∣
= 0, бо перший i другий ряд-

ки пропорцiйнi. Тому система має ненульовi розв’язки. Знайдемо цi
розв’язки. Для цього запишемо систему у виглядi

{
2x1 + 3x2 − x3 = 0,
3x1 − x2 + 2x3 = 0.

Ми вiдкинули друге рiвняння, оскiльки воно одержується з першого
множенням обох його частин на 2.

Маємо {
2x1 + 3x2 = x3,

3x1 − x2 = −2x3.

Тодi, згiдно з формулами Крамера,

x1 =
∆1

∆
=

∣∣∣∣
x3 3
−2x3 −1

∣∣∣∣
∣∣∣∣

2 3
3 −1

∣∣∣∣
=
−x3 + 6x3

−2− 9
= − 5

11
x3;

x2 =
∆2

∆
=

∣∣∣∣
2 x3

3 −2x3

∣∣∣∣
∣∣∣∣

2 3
3 −1

∣∣∣∣
=
−4x3 − 3x3

−2− 9
=

7
11

x3.

Нехай
x3

11
= t, тобто x3 = 11t, тодi x1 = −5t, x2 = 7t, де t – довiльне

дiйсне число.
Отже, загальним розв’язком системи є x1 = −5t, x2 = 7t, x3 =

11t, t ∈ R. I
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Приклад 5. Спiвiснування бактерiй. Три види бактерiй
спiвiснують в пробiрцi й споживають три субстрати. Вiдомо, що в
середньому бактерiя i-го виду споживає в день aij одиниць j-го суб-
страту, {i, j} ⊂ {1, 2, 3}, а кожного дня в пробiрку подають hj одини-
ць j-го субстрату. Знайти кiлькiсть популяцiй трьох видiв бактерiй,
якi можуть iснувати у даному середовищi, якщо вважати, що бак-
терiї споживають весь запас субстратiв.

Розв’язати задачу для випадку, коли матриця A = (aij) має
вигляд

A =




1 1 1
1 2 3
1 3 5


 ,

а матриця субстратiв H =




h1

h2

h3


 =




15000
30000
45000


.

J Позначимо кiлькiсть бактерiй кожного з трьох видiв вiдповiд-
но через x1, x2, x3. Тодi матимемо таку систему





a11x1 + a12x2 + a13x3 = h1,
a21x1 + a22x2 + a23x3 = h2,
a31x1 + a32x2 + a33x3 = h3.

Для нашого конкретного випадку – це система вигляду




x1 + x2 + x3 = 15000,
x1 + 2x2 + 3x3 = 30000,
x1 + 3x2 + 5x3 = 45000.

Якщо вiд другого й третього рiвнянь вiдняти перше, то одержимо
рiвносильну систему





x1 + x2 + x3 = 15000,
x2 + 2x3 = 15000,

2x2 + 4x3 = 30000,

або 



x1 + x2 + x3 = 15000,
x2 + 2x3 = 15000,

0 = 0.

Тодi одержуємо, що x1 =
15000− x2

2
i x3 =

15000− x2

2
, де x2

– довiльне. Кiлькiсть бактерiй повинна бути невiд’ємною, а тому
0 ≤ x2 ≤ 15000, 0 ≤ x1 ≤ 7500, 0 ≤ x3 ≤ 7500.
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Загальна кiлькiсть спiвiснуючих популяцiй бактерiй складає
15000, а кiлькiсть бактерiй кожного з видiв дорiвнює вiдповiдно
x1 = x3 i x2 = 15000− x1, якщо вони споживають всi субстрати. I

Вправи

1. Розв’язати систему рiвнянь:

1)
{

3x− 5y = 12,
2x + 7y = 81; 2)

{
x− y

√
3 = 1,

x
√

3− 3y =
√

3;

3)





2x− 4y + 9z = 28,
7x + 3y − 6z = −1,
7x + 9y − 9z = 5;

4)





2x− y + z = −2,
x + 2y + 3z = −1,
x− 3y − 2z = 3;

5)
{

3x− 2y + 5z = 0,
x + 2y − 3z = 0; 6)





2x + y − z = 0,
x + 2y + z = 0,
2x− y + 3z = 0;

7)





x− y − z = 0,
x + 4y + 2z = 0,
3x + 7y + 3z = 0;

8)
{

x + 4y = 13,
4x + 2y = 10;

9)





x + y + z = 1,
2x + 3y + 4z = 3,

4x + 9y + 16z = 11.
2. Визначити, при яких значеннях a i b система рiвнянь

{
3x− ay = 1,
6x + 4y = b

1) має єдиний розв’язок; 2) не має розв’язкiв; 3) має безлiч
розв’язкiв?

3. При яких значеннях k однорiдна система
{

kx + y = 0,
x + ky = 0

має ненульовi розв’язки?
4. Визначити, для яких значеннях a i b система рiвнянь





3x− 2y + z = b,
5x− 8y + 9z = 3,
2x + y + az = −1

1) має єдиний розв’язок; 2) невизначена; 3) несумiсна?

5. Для яких значень a система





3x− 2y + z = 0,
ax− 14y + 15z = 0,
x + 2y − 3z = 0

має лише нульовий розв’язок?
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6. Яка з поданих нижче систем рiвнянь має нетривiальнi
розв’язки:

1)
{

3x1 − 7x2 = 0,
x1 − 4x2 = 0; 2)





x1 + x2 + x3 = 0,
x1 − x2 + x3 = 0,
x1 + x2 − x3 = 0?

7. Знайти всi розв’язки системи
{

x1 + x2 − x3 = 6,
3x1 + 6x2 − 3x3 = 16.

8. Розв’язати систему:

1)





2x1 + x2 − 2x3 = 1,
x1 − 3x2 + 4x3 = 2,
3x1 + x2 − x3 = 3;

2)





3x− y + 2z = 7,
5x + 3y − 4z = −1,

x + y + 2z = 9.
9. Знайти кiлькiсть популяцiй трьох видiв бактерiй, якi можуть

спiвiснувати у даному середовищi, якщо вважати, що бактерiї спо-
живають весь даний запас субстратiв, у випадку, коли матрицi A та
H мають вигляд:

A =




1 1 1
1 2 3
1 3 5


, H =




20000
30000
40000


.

Вiдповiдi

1. 1) (16; 7); 2) x = 1 + y
√

3, y ∈ R; 3) x = 2, y = 3, z = 4;
4) несумiсна; 5) x = −2t, y = 7t, z = 4t, t ∈ R; 6) x = y = z = 0;
7) x = 2t, y = −3t, z = 5t, t ∈ R; 8) (1; 3); 9) (1;−1; 1). 2. 1) a 6=
−2; 2) a = −2, b 6= 2; 3) a = −2, b = 2. 3. k = ±1. 4. Якщо a 6=
−3, то система має єдиний розв’язок; при a = −3; b 6= 1

3
система

несумiсна; при a = −3, b = 1/3 система має безлiч розв’язкiв. 5. a =

5. 6. Система 1). 7. x1 =
20
3

+x3, x2 = −2
3
, x3 ∈ R. 8. 1) (1; 1; 1);

2) (1; 2; 3). 9. 1) x1 = 10000+x3, x2 = 10000−2x3, 0 ≤ x3 ≤ 5000.
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§3. Матрицi

3.1. Основнi поняття про матрицi. Таблиця з чисел
aij , i ∈ {1, . . . , m}, j ∈ {1, . . . , n}, вигляду

A =




a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

· · · · · · · · · · · ·
am1 am2 · · · amn




називається матрицею порядку (розмiру) m× n.
При цьому числа aij , i ∈ {1, . . . , m}, j ∈ {1, . . . , n}, назива-

ються елементами матрицi. Елементи з однаковими першими
iндексами утворюють рядки, а з однаковими другими iндекса-
ми – стовпчики матрицi. Якщо m = n, то матрицю називають
квадратною n-го порядку. Якщо ж m 6= n, то – прямокут-
ною.

У випадку, коли n = 1 матрицю A порядку m × 1 нази-
вають одностовпчиковою або матрицею-стовпчиком, або
вектором-стовпчиком




a11

a21
...

am1


 ,

а при m = 1, тобто матрицю порядку 1 × n називають одно-
рядковою, або матрицею-рядком, або вектором-рядком

(
a11 a12 . . . a1n

)
.

Множина елементiв a11, a22, · · ·, ann квадратної матрицi n-
го порядку утворює головну дiагональ, а множина елементiв
a1n, a2,n−1, a3,n−2, · · ·, an1 – побiчну дiагональ. Якщо у квад-
ратнiй матрицi всi елементи, крiм елементiв головної дiагоналi
дорiвнюють нулю, то таку матрицю називають дiагональною




b1 0 . . . 0
0 b2 . . . 0

. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . bn


 .
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У випадку, коли b1 = b2 = . . . = bn = 1, дiагональну матрицю
називають одиничною i позначають її буквою E або I:

E =




1 0 . . . 0
0 1 . . . 0

. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1


 .

Матрицю, у якої всi елементи дорiвнюють нулю, називають
нульовою або нуль-матрицею

0 =




0 0 . . . 0
0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0


 .

Якщо маємо квадратну матрицю n-го порядку

A =




a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 · · · ann


 ,

то для неї iснує визначник, який позначатимемо символом |A|
або det A. У випадку, коли |A| 6= 0, матриця називається неви-
родженою, а при |A| = 0 – виродженою.

Приклад 1. З’ясувати, чи є виродженою матриця:

1) A =
(

2 3
4 6

)
; 2) B =

(
2 3
4 5

)
.

J Маємо

1) |A| =
∣∣∣∣

2 3
4 6

∣∣∣∣ = 12− 12 = 0.

Отже, матриця A вироджена.

2) |B| =
∣∣∣∣

2 3
4 5

∣∣∣∣ = 10− 12 = −2 6= 0,

а це означає, що матриця B невироджена. I
Транспонованою щодо матрицi A називають матрицю

AT , утворену з матрицi A замiною рядкiв однаковими за но-
мером стовпчиками. Матрицю A називають симетричною,
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якщо A = AT , тобто якщо aij = aji для всiх i, j. Квадрат-
ну матрицю називають трикутною, якщо всi її елементи aij ,
{i, j} ⊂ {1, . . . , n}, розмiщенi пiд головною дiагоналлю (i > j)
або над головною дiагоналлю (i < j), дорiвнюють нулю:



a11 a12 a13 . . . a1n

0 a22 a23 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . ann


 або




a11 0 0 . . . 0
a21 a22 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 an3 . . . ann


 .

3.2. Дiї над матрицями. Матрицi

A =




a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn




i

B =




b11 b12 . . . b1n

b21 b22 . . . b2n

. . . . . . . . . . . .
bm1 bm2 . . . bmn




одного й того самого розмiру m×n називають рiвними, тобто
A = B, якщо aij = bij , i ∈ {1, . . . , m}, j ∈ {1, . . . , n}.

Сумою (рiзницею) двох матриць A i B одного й того са-
мого розмiру m×n називають матрицю C, елементи якої дорiв-
нюють сумам (рiзницям) вiдповiдних елементiв aij i bij , тобто
C = A + B (C = A − B), де cij = aij + bij , (cij = aij − bij),
i ∈ {1, . . . ,m}, j ∈ {1, . . . , n}.

Добутком матрицi A на число λ називають матрицю
λA, елементи якої дорiвнюють добуткам всiх елементiв матрицi
A на число λ, тобто

λA =




λa11 λa12 . . . λa1n

λa21 λa22 . . . λa2n

. . . . . . . . . . . .
λam1 λam2 . . . λamn


 .
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Операцiї множення матрицi на число i додавання матриць ма-
ють такi властивостi:

а) A + B = B + A (комутативний закон);
б) A+(B+C) = (A+B)+C (асоцiативний закон додавання);
в) (λ+µ)A = λA+µA i λ(A+B) = λA+λB (дистрибутивний

закон);
г) A + 0 = A,

де A, B, C i 0 матрицi однакових розмiрiв, λ i µ – сталi.
Розглянемо двi матрицi

A =




a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn


 i B =




b11 b12 . . . b1k

b21 b22 . . . b2k

. . . . . . . . . . . .
bn1 bn2 . . . bnk


 ,

де число стовпчикiв матрицi A дорiвнює числу рядкiв матрицi
B.

Добутком цих двох матриць A i B називають третю
матрицю C, елементи cij , i ∈ {1, . . . , m}, j ∈ {1, . . . , k}, якої
дорiвнюють сумi добуткiв елементiв i-го рядка матрицi A на
вiдповiднi елементи j-го стовпчика матрицi B, тобто C = AB,
якщо cij = ai1b1j + ai2b2j + . . . + ainbnj для всiх i та j.

Приклад 2. Знайти добуток матриць A =
(

2 1 0
3 1 1

)
i

B =




1 2
2 1
2 2


.

J Маємо

AB =
(

2 1 0
3 1 1

) 


1 2
2 1
2 2


 =

=
(

2 · 1 + 1 · 2 + 0 · 2 2 · 2 + 1 · 1 + 0 · 2
3 · 1 + 1 · 2 + 1 · 2 3 · 2 + 1 · 1 + 1 · 2

)
=

(
4 5
7 9

)
. I

Наступний приклад показує, що добуток матриць не володiє
властивiстю комутативностi, тобто AB 6= BA i, крiм того, до-
буток матриць може дорiвнювати нулю навiть у тому випадку,
коли жодна з них не є нульовою матрицею.
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Приклад 3. Знайти AB i BA, коли

A =
(

3 3
3 3

)
, B =

(
1 1
−1 −1

)
.

J Згiдно з правилом множення матриць

AB =
(

3 3
3 3

)(
1 1
−1 −1

)
=

=
(

3 · 1 + 3(−1) 3 · 1 + 3(−1)
3 · 1 + 3(−1) 3 · 1 + 3(−1)

)
=

(
0 0
0 0

)
;

BA =
(

1 1
−1 −1

) (
3 3
3 3

)
=

=
(

1 · 3 + 1 · 3 1 · 3 + 1 · 3
(−1) · 3 + (−1) · 3 (−1) · 3 + (−1) · 3

)
=

(
6 6
−6 −6

)
,

тобто AB 6= BA. I
Одинична матриця при множеннi матриць має властивiсть:

для довiльної квадратної матрицi A правильна рiвнiсть

AE = EA = A.

Доводиться, що коли A i B двi квадратнi матрицi одного
й того самого порядку з визначниками |A| i |B|, то визначник
матрицi C = AB дорiвнює добутку визначникiв спiвмножни-
кiв, тобто |C| = |A| |B|.

Добуток матриць має властивостi:
1) (A + B)C = AC + BC;
2) C(A + B) = CA + CB;
3) A(BC) = (AB)C;
4) (AB)T = BT AT .

3.3. Обернена матриця.Нехай A – квадратна матриця,
визначник якої |A| 6= 0.

Оберненою до матрицi A називається матриця A−1, яка
задовольняє спiввiдношення A−1A = AA−1 = E, де E – оди-
нична матриця.
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Доводиться, що коли матриця A квадратна i невироджена,
то обернена матриця A−1 iснує та єдина. Знаходиться A−1 за
формулою

A−1 =
1
|A|




A11 A21 . . . An1

A12 A22 . . . An2

. . . . . . . . . . . .
A1n A2n . . . Ann


 , (15)

де Aij – алгебраїчнi доповнення елементiв aij , {i, j} ⊂
{1, . . . , n}, матрицi A.

Приклад 5. Для матрицi

A =




1 2 0
3 2 1
0 1 2




знайти обернену матрицю A−1.
J Маємо

|A| =
∣∣∣∣∣∣

1 2 0
3 2 1
0 1 2

∣∣∣∣∣∣
= 4− 1− 12 = −9.

Оскiльки |A| 6= 0, то матриця A невироджена i, отже, для неї
iснує обернена.

Знайдемо алгебраїчнi доповнення Aij елементiв aij , {i, j} ⊂
{1, 2, 3}:

A11 = (−1)1+1

∣∣∣∣
2 1
1 2

∣∣∣∣ = 3; A21 = (−1)2+1

∣∣∣∣
2 0
1 2

∣∣∣∣ = −4;

A31 = (−1)3+1

∣∣∣∣
2 0
2 1

∣∣∣∣ = 2; A12 = (−1)1+2

∣∣∣∣
3 1
0 2

∣∣∣∣ = −6;

A22 = (−1)2+2

∣∣∣∣
1 0
0 2

∣∣∣∣ = 2; A32 = (−1)3+2

∣∣∣∣
1 0
3 1

∣∣∣∣ = −1;

A13 = (−1)1+3

∣∣∣∣
3 2
0 1

∣∣∣∣ = 3; A23 = (−1)2+3

∣∣∣∣
1 2
0 1

∣∣∣∣ = −1;

A33 = (−1)3+3

∣∣∣∣
1 2
3 2

∣∣∣∣ = −4.
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Тодi згiдно з формулою (15) маємо

A−1 = −1
9




3 −4 2
−6 2 −1
3 −1 −4




або

A−1 =




−1
3

4
9

−2
9

2
3

−2
9

1
9

− 1
3

1
9

4
9




. I

Наведемо деякi властивостi оберненої матрицi.
Властивiсть 1. Визначник оберненої матрицi дорiвнює

оберненiй величинi визначника даної матрицi, тобто |A−1| =
1
|A| .

Властивiсть 2. Обернена матриця добутку квадратних
матриць дорiвнює добутку обернених матриць-множникiв,
узятих у зворотному порядку, тобто (AB)−1 = B−1A−1.

J Справдi, AB(B−1A−1) = A(BB−1)A−1 = AEA−1 =
AA−1 = E i (B−1A−1)AB = B(AA−1)B−1 = BEB−1 = BB−1 =
E.

Отже, B−1A−1 є оберненою матрицею для AB. I
Властивiсть 3. Матриця, яка є транспонованою до обер-

неної матрицi, дорiвнює оберненiй матрицi до транспонова-
ної, тобто (A−1)T = (AT )−1.

3.4. Матричний запис i матричний розв’язок си-
стеми лiнiйних рiвнянь. Нехай задано систему n лiнiйних
алгебраїчних рiвнянь iз n невiдомими





a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1x1 + an2x2 + . . . + annxn = bn.

(16)
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Позначимо через A матрицю з коефiцiєнтiв при невiдомих,
через X – матрицю-стовпчик з невiдомих i через B – матрицю-
стовпчик iз вiльних членiв:

A =




a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · an2

· · · · · · · · · · · ·
a1n an2 · · · ann


 , X =




x1

x2
...

xn


 , B =




b1

b2
...

bn


 .

Якщо скористатись правилом множення матриць i умовою
рiвностi матриць, то систему (16) можна записати у виглядi




a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · an2

· · · · · · · · · · · ·
a1n an2 · · · ann







x1

x2
...

xn


 =




b1

b2
...

bn




або
AX = B. (17)

Припустимо, що матриця A – невироджена, тобто |A| 6= 0, тодi
iснує обернена матриця A−1. Помножимо злiва обидвi частини
рiвностi (17) на A−1:

A−1AX = A−1B.

Оскiльки A−1A = E, то остаточно дiстанемо

X = A−1B. (18)

Отже, матриця-стовпчик iз невiдомих дорiвнює добутку
оберненої матрицi A−1 на матрицю-стовпчик вiльних членiв.

Рiвнiсть (17) називається матричним рiвнянням або
матричним записом системи (16), а (18) – матричним
розв’язком цiєї системи.

Приклад 6. Розв’язати за допомогою матричного методу си-
стему 




x1 + 2x2 + x3 = 1,
2x1 + x2 + x3 = −1,
x1 + 3x2 + x3 = 2.
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J Маємо

A =




1 2 1
2 1 1
1 3 1


 , X =




x1

x2

x3


 , B =




1
−1
2


 .

Знайдемо обернену матрицю A−1:

|A| =
∣∣∣∣∣∣

1 2 1
2 1 1
1 3 1

∣∣∣∣∣∣
= 1 + 6 + 2− 1− 3− 4 = 1;

A11 =

∣∣∣∣
1 1
3 1

∣∣∣∣ = −2; A21 = −
∣∣∣∣

2 1
3 1

∣∣∣∣ = 1; A31 =

∣∣∣∣
2 1
1 1

∣∣∣∣ = 1;

A12 = −
∣∣∣∣

2 1
1 1

∣∣∣∣ = −1; A22 =

∣∣∣∣
1 1
1 1

∣∣∣∣ = 0; A32 = −
∣∣∣∣

1 1
2 1

∣∣∣∣ = 1;

A13 =

∣∣∣∣
2 1
1 3

∣∣∣∣ = 5; A23 = −
∣∣∣∣

1 2
1 3

∣∣∣∣ = −1; A33 =

∣∣∣∣
1 2
2 1

∣∣∣∣ = −3;

A−1 =



−2 1 1
−1 0 1
5 −1 −3


 .

Згiдно з формулою (18) одержуємо

X =



−2 1 1
−1 0 1
5 −1 −3







1
−1
2


 =



−2− 1 + 2
−1− 0 + 2
5 + 1− 6


 =

=



−1
1
0


 ,

тобто x1 = −1, x2 = 1, x3 = 0.I
Розв’язання систем лiнiйних рiвнянь за допомогою матрич-

ного методу ефективне тодi, коли лiва частина системи зали-
шається незмiнною, а змiнюється лише стовпчик iз вiльних
членiв. Справдi, замiсть того, щоб кожного разу розв’язувати
нову систему, можна скористатись матричним методом, обчис-
лити A−1, а потiм за формулою (18) знаходити новi значення
невiдомих при кожному змiненому стовпчику з вiльних членiв.

3.5. Власнi значення i власнi вектори мат-
рицi. Ненульовий вектор-стовпчик (матриця-стовпчик)

57



X =




x1

x2
...

xn


 називається власним вектором квадратної

матрицi A n-го порядку, якщо iснує таке число λ – власне
значення матрицi A, що AX = λX або (A− λE)X = 0.

Власнi вектори знаходимо як розв’язки однорiдної системи
рiвнянь (A − λE)X = 0, яку можна записати в розгорнутому
виглядi так:





(a11 − λ)x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = 0,
a21x1 + (a22 − λ)x2 + . . . + a2nxn = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1x1 + an2x2 + . . . + (ann − λ)xn = 0.

(19)

Ненульовi розв’язки цiєї системи iснують, як зазначено ви-
ще, тодi й тiльки тодi, коли її визначник |A− λE| = 0, тобто

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 − λ a12 . . . a1n

a21 a22 − λ . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0. (20)

Рiвняння (20) називається характеристичним рiвнян-
ням матрицi A. Розв’язавши характеристичне рiвняння, от-
римаємо власнi значення матрицi, а пiсля цього iз системи (19)
для даних власних значень – її ненульовi розв’язки, тобто влас-
нi вектори.

Приклад 7. Знайти власнi вектори i власнi значення матрицi

A =
(

1 −1
2 4

)
.

J Складемо характеристичне рiвняння матрицi A

∣∣∣∣
1− λ −1

2 4− λ

∣∣∣∣ = 0, λ2 − 5λ + 6 = 0.

Власнi значення λ1 = 2, λ2 = 3.
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Запишемо системи рiвнянь, якi аналогiчнi системi (19), для
визначення власних векторiв X1 i X2.

Нехай λ1 = 2. Тодi система має вигляд
{ −x1 − x2 = 0,

2x1 + 2x2 = 0,

звiдки випливає, що x2 = −x1. Якщо взяти x1 = 1, то x2 = −1 i тодi

вектор X1 = C

(
1
−1

)
, C ∈ R \ {0}, є власним вектором матрицi A,

що вiдповiдає власному значенню λ1 = 2.
У випадку λ2 = 3 маємо систему

{ −2x1 − x2 = 0
2x1 + x2 = 0; ; x2 = −2x1,

тому X2 = C

( −1
2

)
, C ∈ R \ {0}, є власним вектором матрицi A,

що вiдповiдає власному значенню λ2 = 3.

Вiдповiдь: λ1 = 2, λ2 = 3; X1 = C

(
1
−1

)
, X2 = C

( −1
2

)
,

C ∈ R \ {0}. I

3.6. Ранг матрицi. Розглянемо прямокутну матрицю

A =




a11 a12 . . . a1k . . . a1n

a21 a22 . . . a2k . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1 . . . am2 . . . amk . . . amn




i видiлимо в нiй k довiльних рядкiв i k довiльних стовпчикiв.
Елементи, якi розмiщенi на перетинi видiлених рядкiв i стовп-
чикiв, утворюють квадратну матрицю порядку k. Визначник
цiєї матрицi називають мiнором k-го порядку матрицi A.
Очевидно, що k ≤ min(m,n).

Наприклад, для матрицi

A =




2 3 4 5
0 −2 3 1
0 2 2 −4



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одним iз мiнорiв третього порядку є визначник

∣∣∣∣∣∣

2 3 4
0 −2 3
0 2 2

∣∣∣∣∣∣
, а

одним з мiнорiв другого порядку –
∣∣∣∣

3 4
−2 3

∣∣∣∣.
Самi елементи матрицi можна розглядати як мiнори першо-

го порядку. Деякi мiнори матрицi можуть дорiвнювати нулю,
iншi – нi.

Рангом матрицi називають найбiльший порядок мiнора
даної матрицi, який не дорiвнює нулю, тобто натуральне число
r називають рангом матрицi A, якщо серед мiнорiв r-го поряд-
ку цiєї матрицi є принаймнi один вiдмiнний вiд нуля, а всi мi-
нори (r + 1)-го порядку i вищого дорiвнюють нулю. Той факт,
що натуральне число r є рангом матрицi A, записують так:
rang(A) = r або r(A) = r.

При знаходженнi рангу матрицi використовують спецiальнi
прийоми, якi базуються на елементарних перетвореннях мат-
риць. До елементарних перетворень матриць належать:

1) множення всiх елементiв будь-якого рядка (стовпчика)
на одне й те саме число, вiдмiнне вiд нуля;

2) додавання до елементiв будь-якого рядка (стовпчика)
вiдповiдних елементiв iншого рядка (стовпчика), помножених
на одне й те саме число;

3) переставляння мiсцями будь-яких двох рядкiв (стовпчи-
кiв);

4) дописування або викреслювання рядка (стовпчика), що
повнiстю складається з нулiв.

Двi матрицi називаються еквiвалентними, якщо вiд однiєї
з них можна перейти до iншої за допомогою скiнченного числа
елементарних перетворень. Еквiвалентнi матрицi, взагалi ка-
жучи, не рiвнi, але вони мають однаковий ранг, що iстотно
використовується при обчисленнi рангу матрицi.

Приклад 8. Знайти ранг матрицi

A =




1 2 1 1
0 1 1 1
1 1 0 0


 .
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J Зведемо дану матрицю до еквiвалентної матрицi, ранг якої
знаходиться простiше.

Помноживши перший рядок на (−1) i додавши до третього ряд-
ка, одержимо матрицю

A1 =




1 2 1 1
0 1 1 1
0 −1 −1 −1


 .

У матрицi A1 помножимо перший стовпчик по черзi на (−2),
(−1), (−1) i додамо вiдповiдно до другого, третього i четвертого
стовпчика, тодi A1 перейде в матрицю

A2 =




1 0 0 0
0 1 1 1
0 −1 −1 −1


 .

Додавши другий рядок матрицi A2 до третього рядка, отримаємо
матрицю

A3 =




1 0 0 0
0 1 1 1
0 0 0 0


 .

Викреслимо третiй рядок у матрицi A3, тодi матимемо

A4 =
(

1 0 0 0
0 1 1 1

)
.

Якщо помножити другий стовпчик на (−1) i додати спочатку до
третього стовпчика, а потiм до четвертого, то дiстанемо матрицю

A5 =
(

1 0 0 0
0 1 0 0

)
.

Викреслювання третього i четвертого стовпчикiв дає матрицю

A6 =
(

1 0
0 1

)
.

Оскiльки |A6| =
∣∣∣∣

1 0
0 1

∣∣∣∣ = 1, то ранг матрицi A дорiвнює рангу

матрицi A6 i дорiвнює 2, тобто rang(A) = rang(A6) = 2. I

3.7. Метод Жордана-Гаусса послiдовного ви-
ключення змiнних. Розв’язування систем лiнiйних рiвнянь
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методом Крамера та за допомогою матричного методу (методу
оберненої матрицi) пов’язанi з великою кiлькiстю обчислень.
Значно швидше можна розв’язати систему лiнiйних рiвнянь
методом послiдовного виключення невiдомих, який називають
методом Жордана-Гаусса.

Розглянемо систему




a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn = bm.

(21)

Нехай деякий коефiцiєнт aij 6= 0. Назвемо його розв’я-
зувальним (провiдним). Рядок, якому належить розв’язу-
вальний елемент, називатимемо розв’язувальним (провiд-
ним) рядком, а стовпчик, якому належить розв’язувальний
елемент – розв’язувальним (провiдним) стовпчиком.

Запишемо систему (21) у виглядi таблицi

A1 A2 . . . An A0

a11 a12 . . . a1n b1

a21 a22 . . . a2n b2

. . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn bm

Припустимо, що a11 6= 0. Подiлимо на нього всi елементи пер-
шого рядка. Користуючись першим рядком, виключимо змiнну
x1 з решти рiвнянь. Для цього помножимо перший рядок по
черзi на −a21, −a31,. . . ,−am1 i додамо вiдповiдно до другого,
третього, . . . , m-го рядка. Дiстанемо таблицю

A1 A2 . . . An A0

1 a′12 . . . a′1n b′1
0 a′22 . . . a′2n b′2
. . . . . . . . . . . . . . .
0 a′m2 . . . a′mn b′m

Далi за розв’язувальний елемент вiзьмемо a′22 6= 0 (якщо
a′22 = 0, то мiняємо мiсцями друге рiвняння з якимось iз на-
ступних, щоб одержати рiвносильну систему з a′22 6= 0) i з його
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допомогою виключимо, аналогiчно як x1, змiнну x2 з решти
рiвнянь (дiстанемо нулi в другому стовпчику пiд a′22)

A1 A2 A3 . . . An A0

1 a′12 a′13 . . . a′1n b′1
0 1 a′′23 ... a′′2n b′′2
0 0 a′′33 . . . a′′3n b′′3

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 a′′m3 . . . a′′mn b′′m

Якщо пiд час перетворень одержимо рядок, який скла-
дається з нулiв, то його можна вiдкинути.

Продовжуємо процес далi. При цьому можливi такi ситуа-
цiї: 1) пiсля деякого кроку дiстанемо рядок, у якому всi еле-
менти лiвiше вертикальної риски дорiвнюють нулю, а елемент
правiше цiєї риски не дорiвнює нулю (всi коефiцiєнти при змiн-
них деякого рiвняння дорiвнюють нулю, а вiльний член вiд-
мiнний вiд нуля), тодi система несумiсна; 2) такого рядка не
дiстанемо, то система сумiсна.

У другому випадку матимемо таблицю

A1 A2 A3 . . . Ar . . . An A0

1 c12 c13 . . . c1r . . . c1n d1

0 1 c23 . . . c2r . . . c2n d2

0 0 1 . . . c3r . . . c3n d3

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1 . . . crn dr

Якщо ранг вiдповiдної системи r = n, то вона має єди-
ний розв’язок. Щоб одержати цей розв’язок, необхiдно в пе-
редостаннє рiвняння замiсть xn пiдставити його значення з
останнього рiвняння i знайти xn−1 i т.д. Якщо r < n, то
першi r змiннi x1, x2, . . . , xr виражаємо через решту змiнних
xr+1, xr+2, . . . , xn





x1 = c′1,r+1xr+1 + . . . + c′1,nxn + d′1,
x2 = c′2,r+1xr+1 + . . . + c′2,nxn + d′2,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xr = c′r,r+1xr+1 + . . . + c′r,nxn + d′r.

(22)
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У системi (22) змiннi x1, x2,. . . ,xr вираженi через xr+1,
xr+2, . . . , xn. Такий розв’язок системи називається загальним
розв’язком, змiннi x1, x2, . . . , xr називаються базисними,
змiннi xr+1, xr+2, . . . , xn – вiльними. Надаючи вiльним змiн-
ним довiльних значень, дiставатимемо частиннi розв’язки.

Якщо вiльним змiнним надати нульових значень, то iз си-
стеми (22) одержимо значення базисних змiнних

x1 = d′1, x2 = d′2, . . . , xr = d′r.

Одержаний розв’язок системи (21) називають базисним
розв’язком. Кiлькiсть базисних розв’язкiв не перевищує Cm

n .
Якщо один базисний розв’язок знайдено, то для вiдшукання
iншого одну з небазисних змiнних переводять у базиснi, а вiд-
повiдну базисну – у небазиснi.

Базисний розв’язок, у якого всi базиснi змiннi невiд’ємнi,
називається допустимим базисним розв’язком.

Зручно здiйснювати зведення системи (21) до базисної фор-
ми 




x1 +a′1,m+1xm+1 + . . . + a′1nxn = b′1,
x2 +a′2,m+1xm+1 + . . . + a′2nxn = b′2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xm + a′m,m+1xm+1 + . . . + a′mnxn = b′m

(23)

за допомогою методу Жордана-Гаусса.
Розглянемо детально цей процес. Нехай змiнна xs входить

у r-е рiвняння з коефiцiєнтом ars. Для того щоб вона стала
базисною, подiлимо r-е рiвняння на ars 6= 0, тобто зробимо
коефiцiєнт при xs одиницею, i результат вiднiмемо вiд кожного
з решти рiвнянь, множачи кожного разу його на вiдповiдний
елемент ais (дiстанемо змiнну xs з коефiцiєнтом 0).

Сукупнiсть операцiй, якi утворюють крок жорданових ви-
ключень, називаються жордановим перетворенням. Фор-
мули для обчислення коефiцiєнтiв a′ij , b′i, i ∈ {1, . . . , m}, нової
системи, одержаної у результатi одного кроку жорданових ви-
ключень iз розв’язувальним елементом ars, мають вигляд:

a′rj =
1

ars
arj , b′r =

1
ars

br;
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a′ij = aij − aisarj

ars
, b′i = bi − aisbr

ars
,

i ∈ {1, . . . ,m}, i 6= r, j ∈ {1, . . . , n}. (24)

Обчислення за формулами (24) можна описати за допомо-
гою правила прямокутника: щоб знайти елемент a′ij, тре-
ба вiд елемента aij вiдняти добуток коефiцiєнтiв, якi стоять
навпроти нього у провiдних стовпчику i рядку, подiлений на
провiдний елемент, розмiщений по дiагоналi вiд елемента aij

aij ais

arsarj .

Отже, послiдовнiсть дiй, якi виконуються на одному кроцi
жорданових перетворень у вiдповiдностi з формулами (24) та-
ка: провiдний елемент замiнюється одиницею; усi решта еле-
ментiв провiдного рядка дiляться на провiдний елемент; усi
решта елементiв провiдного стовпчика замiнюються нулями;
елементи, якi не належать провiдним рядку або стовпчику,
обчислюються за правилом прямокутника.

Для перетворення системи (21) у базисну форму (23) треба
не бiльше нiж m крокiв жорданових перетворень. На першо-
му кроцi за провiдний елемент вибирається довiльний елемент
ars 6= 0. На другому кроцi провiдний елемент вибирається у
будь-якому рiвняннi (крiм r-го) серед ненульових коефiцiєнтiв
системи, одержаної пiсля першого кроку i т.д. Якщо в процесi
виключень з’явиться рiвняння, у якому лiва частина дорiвнює
нулю, а вiльний член вiдмiнний вiд нуля, – це ознака несумiс-
ностi системи. Якщо лiва i права частини деякого рiвняння
перетворюються в нуль, то воно є лiнiйною комбiнацiєю решти
рiвнянь, i його треба виключити з розгляду. Отже, у процесi
жорданових перетворень або встановлюється несумiснiсть си-
стеми рiвнянь, або система зводиться до еквiвалентної базис-
ної системи (23), звiдки розв’язок одержується безпосередньо.
Формули жорданових перетворень (24) застосовуються як у ви-
падку m = n, так i у випадку m < n.
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Приклад 9. Розв’язати систему лiнiйних рiвнянь методом
Жордана-Гаусса





x1 −2x2 +3x3 −4x4 +2x5 = 4,
x2 −x3 +x4 +4x5 = −3,

x1 +3x2 −3x4 = 1,
x1 +x2 +x3 −3x4 +3x5 = 1.

J Результати обчислень подамо у виглядi таблицi

A1 A2 A3 A4 A6 A0 A1 A2 A3 A4 A6 A0

1 −2 3 −4 2 4 1 0 1 −2 10 −2
0 1 −1 1 4 −3 0 1 −1 1 4 −3
1 3 0 −3 0 1 0 0 2 −4 −22 12
1 1 1 −3 3 1 0 0 1 −2 −11 6
1 −2 3 −4 2 4 1 0 0 0 21 −8
0 1 −1 1 4 −3 0 1 0 −1 −7 3
0 5 −3 1 −2 −3 0 0 0 0 0 0
0 3 −2 1 1 −3 0 0 1 −2 −11 6 .

Отже, система набула вигляду




x1 +21x5 = −8,
x2 −x4 −7x5 = 3,

x3 −2x4 −11x5 = 6,

де x1, x2, x3 – базиснi змiннi, а x4, x5 – вiльнi змiннi. Тому загальний
розв’язок системи: x1 = −8−21x5, x2 = 3+x4+7x5, x3 = 6+2x4+11x5,
{x4, x5} ⊂ R. Якщо покласти x4 = 0, x5 = 0, то одержимо базисний
розв’язок x1 = −8, x2 = 3, x3 = 6, x4 = 0, x5 = 0. I

За допомогою методу Жордана-Гаусса можна знаходити
матрицю, обернену до даної. При цьому не треба дослiджувати
задану матрицю на особливiсть, обчислюючи її визначник. Як-
що можливе число крокiв жорданових перетворень r менше вiд
порядку n матрицi (r < n), то матриця особлива й оберненої
немає.

Приклад 10. Знайти матрицю, обернену до матрицi

A =




2 2 3
1 −1 0
−1 2 1


 .
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J Запишемо матрицю A, а справа поряд iз нею – одиничну мат-
рицю E третього порядку i виконаємо такi жордановi перетворення,
щоб на мiсцi матрицi A утворити одиничну матрицю E. Обчислення
подамо у виглядi таблиць

A1 A2 A3 E1 E2 E3

2 2 3 1 0 0
1 −1 0 0 1 0
−1 2 1 0 0 1
1 1 3/2 1/2 0 0
0 −2 −3/2 −1/2 1 0
0 3 5/2 1/2 0 0
1 0 3/4 1/4 1/2 0
0 1 3/4 1/4 −1/2 0
0 0 1/4 −1/4 3/2 1
1 0 0 1 −4 −3
0 1 0 1 −5 3
0 0 1 −1 6 4 .

Отже, на мiсцi матрицi A дiстали одиничну матрицю E, а на
мiсцi одиничної матрицi E – обернену матрицю A−1. Тому

A−1 =




1 −4 −3
1 −5 3
−1 6 4


 . I

3.8. Теорема Кронекера-Капеллi. Розглянемо систе-
му (21). Матриця

A =




a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn




називається матрицею системи (21), а матриця

A1 =




a11 a12 . . . a1n b1

a21 a22 . . . a2n b2

. . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn bm



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– розширеною матрицею системи (21).
Вiдповiдь на питання, коли система (21) є сумiсною дає така

теорема.
Теорема Кронекера-Капеллi. Система лiнiйних рiв-

нянь сумiсна тодi й тiльки тодi, коли ранг матрицi систе-
ми дорiвнює рангу розширеної матрицi цiєї системи, тобто
rang(A) = rang(A1).

Отже, якщо rang(A) < rang(A1), то система (21) не
має розв’язкiв. Вона суперечлива – не iснує вектора x0 =
(x0

1;x
0
2; . . . ;x

0
n), який задовольняє одночасно всi рiвняння (21).

У випадку, коли rang(A) = rang(A1) = k, система (21)
має розв’язки. Щоб знайти їх, ми повиннi вибрати iз систе-
ми (21) деякi k рiвнянь, матриця коефiцiєнтiв яких має ранг k,
i розв’язати цi рiвняння. Розв’язкiв у цiєї системи k рiвнянь з
n невiдомими безлiч. При цьому довiльний розв’язок даних k
рiвнянь є розв’язком i решти n− k рiвнянь системи (21).

Описанi вище випадки вичерпують усi можливi ситуацiї,
оскiльки ранг A1 не може бути меншим, нiж ранг A.

Для розв’язання системи (21) у загальному випадку не тре-
ба обчислювати ранги матриць A i A1, а потiм їх порiвнювати.
Достатньо одразу застосувати метод Жордана-Гаусса.

МетодЖордана-Гаусса зручний тим, що вiн є найменш тру-
домiстким, дозволяє одночасно встановити сумiсна дана систе-
ма чи нi, i у випадку сумiсностi знайти її розв’язки. Крiм того,
вiн дає можливiсть знайти максимальне число лiнiйно неза-
лежних рiвнянь – ранг матрицi системи.

Приклад 11. Розв’язати систему рiвнянь




x1 + x2 + x3 = 1,
x1 + x2 + 2x3 = 1,
x1 + x2 + 3x3 = 2.

J Матриця системи

A =




1 1 1
1 1 2
1 1 3




має визначник |A| = 0. Очевидно, що ранг матрицi A дорiвнює 2, бо
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є визначник, наприклад,
∣∣∣∣

1 1
1 2

∣∣∣∣ = 1 6= 0.

Матриця

A1 =




1 1 1 1
1 1 2 1
1 1 3 2




має ранг, що дорiвнює 3, оскiльки визначник, породжений даною
матрицею ∣∣∣∣∣∣

1 1 1
1 2 1
1 3 2

∣∣∣∣∣∣
= 1 6= 0.

Отже, rang(A) < rang(A1), i система несумiсна. I
Приклад 12. Розв’язати систему рiвнянь





x1 + x2 + x3 = 1,
x1 + x2 + 2x3 = 1,

2x1 + 2x2 + 4x3 = 2.

J Маємо

A =




1 1 1
1 1 2
2 2 4


 , A1 =




1 1 1 1
1 1 2 1
2 2 4 2


 .

Очевидно, що |A| = 0, а rang(A1) = rang(A) = 2. Отже, система
сумiсна i для знаходження її розв’язкiв виберемо два рiвняння та-
ких, щоб ранг матрицi з їхнiх коефiцiєнтiв дорiвнював 2. Вiзьмемо,
наприклад, перше i друге рiвняння

{
x1 + x2 + x3 = 1,
x1 + x2 + 2x3 = 1.

Запишемо цю систему у виглядi
{

x1 + x3 = 1− x2,
x1 + 2x3 = 1− x2.

Визначник ∆ останньої системи

∆ =
∣∣∣∣

1 1
1 2

∣∣∣∣ = 1 6= 0,

тому вона має єдиний розв’язок при довiльнiй правiй частинi:

x1 =
1
∆

∣∣∣∣
1− x2 1
1− x2 2

∣∣∣∣ = 1− x2, x3 =
1
∆

∣∣∣∣
1 1− x2

1 1− x2

∣∣∣∣ = 0.
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Отже, трiйки чисел (1 − x2;x2; 0) при будь-якому x2 ∈ R дають
всi розв’язки даної системи. I

Вправи

1. Знайти матрицю A + 3B − C, якщо A =
(

3 5
1 −2

)
,

B =
(

2 −1
−1 2

)
, C =

(
9 2
−2 4

)
.

2. Обчислити матрицю D = (AB)T − C2,

де A =
(

3 4 2
1 0 5

)
, B =




2 0
1 3
0 5


, C =

(
1 3
0 4

)
.

3. Знайти AB i BA,

якщо A =
(

2 1 −1
1 1 1

)
, B =




3 −1
−1 1
1 1


.

4. Обчислити AB, якщо:

1) A =




5 0 2 3
4 1 5 3
3 1 −1 2


, B =




6
−2
7
4


;

2) A =
(

4 0 −2 3 1
)
, B =




3
1
−1
5
2



.

5. Нехай A =
(

1 2 3
4 5 6

)
, B =




1 1
1 2
1 3


 i C =




1 −1 0
0 1 1
2 1 1


. Обчислити AB, BA, AC, BC, i C2.

6. Знайти добуток матриць ABC, де A =
(

4 3
7 5

)
,

B =
( −28 93

38 −126

)
, C =

(
7 3
2 1

)
.

7. Обчислити A3, якщо A =
(

1 −2
3 −4

)
.

8. Знайти матрицю, обернену до даної:
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1)
(

3 4
5 7

)
; 2)




2 5 7
6 3 4
5 −2 −3


; 3)




3 −1 2
0 −2 1
5 0 3


.

9. Знайти власнi значення i власнi вектори матрицi:

1)
(

1 2
2 1

)
; 2)

(
3 −2
4 −3

)
; 3)

(
3 −6
2 −5

)
; 4)




1 3 0
7 1 5
0 −4 1


.

10. Знайти ранг матрицi:

1)




2 5 6
4 −1 5
4 −1 5
2 −6 −1


; 2)




1 3 0 4
3 2 0 1
2 −1 0 3


.

11. Матричним методом розв’язати систему:

1)
{

5x + 2y = 4,
7x + 4y = 8; ; 2)





2x− 3y + z = 2,
x + 5y − 4z = −5,
4x + y − 3z = −4;

3)





2x− y + z = 2,
3x + 2y + 2z = −2,
x− 2y + z = 1.

12. Методом Жордана-Гаусса розв’язати систему:

1)





x1 + 2x2 + 3x3 = 6,
2x1 + 3x2 − x3 = 4,
3x1 + x2 − 4x3 = 0;

2)





x1 + 2x2 − 2x3 = 2,
2x1 − 3x2 + 3x3 = 3,
4x1 + x2 − x3 = 8;

3)





x1 + x2 − x3 + x4 = 4,
2x1 − x2 + 3x3 − 2x4 = 1,
x1 − x3 + 2x4 = 6,
3x1 − x2 + x3 − x4 = 0;

4)





x1 − 3x2 + 2x3 + 2x4 = 1,
3x1 − 8x2 + 8x3 + 7x4 = 3,
2x1 − 4x2 + 8x3 + 8x4 = 0,
2x1 − 3x2 + 10x3 + 8x4 = 1;

5)





x1 + 2x2 + 3x3 = 2,
x1 − x2 − x3 = −2,
x1 + 3x2 − x3 = −2.

13. Знайти матрицю, обернену до даної, використовуючи метод
Жордана-Гаусса:

1)




2 7 3
3 9 4
1 5 3


; 2)




2 5 7
6 3 4
5 −2 −3


;
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3)




2 0 1
1 1 2
0 1 2


; 4)




1 2 4 8
0 1 2 4
0 0 1 2
0 0 0 1


.

Вiдповiдi

1.
(

0 0
0 0

)
. 2.

(
9 7
2 9

)
. 3. AB =

(
4 −2
3 1

)
.

4. 1)




56
69
17


; 2) (31). 5. AB =

(
6 14
15 32

)
, BA =




5 7 9
9 12 15
13 17 21


,

AC =
(

7 4 5
16 7 11

)
, BC невизначена, C2 =




1 −2 −1
2 2 2
4 0 2


.

6.
(

2 0
0 3

)
. 7.

(
13 −14
21 −22

)
. 8. 1)

(
7 −4
−5 3

)
;

2)




1 −1 1
−38 41 −34
27 −29 24


; 3)




2 −1 −1
−5/3 1/3 1
−10/3 5/3 2


. 9. 1) λ1 = 3, λ2 =

−1, X1 = C

(
1
1

)
, X2 = C

( −1
1

)
, C ∈ R \ {0}; 2) λ1 = 1, λ2 = −1,

X1 = C

(
1
1

)
, X2 = C

(
2
1

)
, C ∈ R \ {0}; 3) λ1 = −3, λ2 = 1;

X1 = C

(
1
1

)
, X2 = C

(
3
1

)
, C ∈ R \ {0}; 4) λ1 = 0, λ2 = 1, λ3 = 2;

X1 = C




3
1
−4


, X2 = C




5
0
−7


, X3 = C




3
1
−4


, C ∈ R \ {0}.

10. 1) 2; 2) 2. 11. 1) (0; 2); 2) (5; 6; 10); 3) (2;−1;−3). 12. 1) (1; 1; 1);
2) несумiсна; 3) (1; 2; 3; 4); 4) x1 = 6−8x, x2 = 1−2x3, x4 = −1, x3 ∈ R;

5) (−1; 0; 1). 13. 1)



−7/3 2 −1/3
5/3 −1 −1/3
−2 1 1


; 2)




1 −1 1
−38 41 −34
27 −29 24


;

3)




0 1 −1
−2 4 −3
1 −2 2


; 4)




1 −2 0 0
0 1 −2 0
0 0 1 −2
0 0 0 1


.
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§4. Лiнiйнi моделi

4.1. Застосування алгебри матриць. При
розв’язуваннi багатьох економiчних та iнших прикладних
задач використовується алгебра матриць.

Приклад 1. Пiдприємство випускає продукцiю трьох видiв
P1, P2, P3 i використовує сировину двох типiв S1 i S2. Норми вит-

рат сировини характеризуються матрицею A =




2 3
5 2
1 4


, де кож-

ний елемент aij , i ∈ {1, 2, 3}, j ∈ {1, 2}, указує, скiльки одини-
ць сировини j-го типу витрачається на виробництво одиницi про-
дукцiї i-го виду. План випуску продукцiї задано матрицею-рядком
C =

(
100 80 130

)
, вартiсть одиницi кожного типу сировини –

матрицею-стовпчиком B =
(

30
50

)
.

Знайти витрати сировини, необхiднi для планового випуску про-
дукцiї, а також загальну вартiсть сировини.

J Витрати сировини 1-го типу складають S1 = 2 · 100+ +5 · 80 +
1·130 = 730, а другого – S2 = 3·100+2·80+4·130 = 980, а це означає,
що матрицю-рядок S витрат сировини можна подати у виглядi

S = CA =
(

100 80 130
)



2 3
5 2
1 4


 =

(
730 980

)
.

Тодi сумарна вартiсть сировини

Q = SB =
(

730 980
)(

30
50

)
= (730 · 30 + 980 · 50) = (70900).

Сумарну вартiсть сировини можна обчислити й по-iншому: спочат-
ку обчислимо матрицю вартостей сировини на одиницю продукцiї,

тобто матрицю R = AB =




2 3
5 2
1 4




(
30
50

)
=




210
250
230


, а потiм

загальну вартiсть сировини

Q = CR = C(AB) =
(

100 80 130
)



210
250
230


 = (70900). I
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Приклад 2. Галузь складається з n пiдприємств, кожне з яких
випускає по одному виду продукцiї в обсязi xi, i ∈ {1, ..., n}, одини-
ць. Для забезпечення свого виробництва пiдприємство використовує
частину продукцiї, яка випускається ним самим та iншими пiдпри-
ємствами. Нехай aij – частина продукцiї i-го пiдприємства, яка ви-
користовується j-им пiдприємством для забезпечення випуску своєї
продукцiї обсягом xj одиниць.

Знайти обсяг кiнцевого продукту yj , тобто кiлькiсть продукцiї
j-го пiдприємства для реалiзацiї поза даною галуззю. Розрахунки

провести для випадку, коли X =




x1

...
xn


 i A =




a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 · · · ann




мають вiдповiдно вигляд

X =




400
500
200


 , A =




0, 4 0, 2 0, 3
0, 3 0, 5 0, 2
0, 1 0, 2 0, 2


 .

J Позначимо через Y матрицю-стовпчик

Y =




y1

...
yn


 .

Очевидно, що yi = xi−
n∑

j=1

aijxj , i ∈ {1, ..., n}, або в матричнiй формi

Y = X −AX, тобто Y = (E −A)X, де E – одинична матриця.
У нашому випадку маємо

Y =




1− 0, 4 −0, 2 −0, 3
−0, 3 1− 0, 5 −0, 2
−0, 1 −0, 2 1− 0, 2







400
500
200


 =

=




240− 100− 60
−120 + 250− 40
−40− 100 + 160


 =




80
90
20


 .

Приклад 3. Контакти першого i другого порядкiв у
епiдемiологiї. Припустимо, що троє осiб захворiли деякою хворо-
бою. Другу групу з шести осiб опитують з метою з’ясування, хто з
них мав контакт з трьома хворими. Потiм опитують третю групу з
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семи осiб, щоб з’ясувати їхнi контакти з ким-небудь iз шести осiб дру-
гої групи. Описати можливi контакти (прямi та непрямi) осiб другої
i третьої груп мiж собою та з хворими першої групи.

J Визначимо матрицю A = (aik) i∈{1,2,3}
k∈{1,...,6}

, покладаючи aik = 1,
якщо k-та особа другої групи знаходилася в контактi з i-ою хворою
особою з першої групи, i aik = 0 – у протилежному випадку. Ана-
логiчно визначимо матрицю B = (bkj) k∈{1,...,6}

j∈{1,...,7}
, покладаючи bkj = 1,

якщо k-та особа третьої групи знаходилася в контактi з j-ою особою
з другої групи, i bkj = 0 – у протилежному випадку. Цi двi матрицi
описують схему контактiв першого порядку мiж групами.

Нас можуть цiкавити також непрямi контакти, або контакти дру-
гого порядку, мiж особами третьої групи i хворими з першої групи.

Цi контакти описує добуток матриць C = AB, де cij =
6∑

k=1

aikbkj -

кiлькiсть контактiв другого порядку мiж j-ою особою третьої групи
та i-ою особою з групи хворих.

Нехай матрицi A i B мають, наприклад, вигляд

A =




0 0 1 0 1 0
1 0 0 1 0 0
0 0 1 1 0 1


 ,

B =




0 0 1 0 0 1 0
0 0 1 1 0 0 0
1 0 0 0 0 1 1
0 0 1 1 0 0 0
0 1 0 1 0 0 0
1 0 0 0 0 1 0




.

У даному випадку a24 означає, що четверта особа другої групи
знаходилася в контактi з другим хворим першої групи. Аналогiчно,
b33 = 0 означає, що третя особа з третьої групи не контактувала з
третьою особою другої групи.

Знайдемо матрицю C

C = AB =




1 1 0 1 0 1 1
0 0 2 1 0 1 0
2 0 1 1 0 2 1


 .

Елемент c23 = 2 показує, що є два контакти другого порядку мiж
третьою особою третьої групи i другою хворою особою. Зауважимо,
що у шостої особи з третьої групи виявилося 1 + 1 + 2 = 4 непрямих
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контактiв з iнфiкованими хворими. Таких контактiв немає лише у
п’ятої особи. I

Приклад 4. Застосування матриць в географiї. У гео-
графiї матрицi широко використовуються при вивченнi географiч-
них сiток. Зокрема, у фiзичнiй географiї розглядають рiчковi си-
стеми, якi класифiкують за водостоками, враховуючи кiлькiсть та
довжину приток. Для цього зображують дiлянку рiчкової сiтки в
матричнiй формi вiдповiдно до кiлькостi приток (ребра), якi зустрi-
чаються у точках їхнього злиття (вузли).

Розглянемо деяку просту рiчкову сiтку. Занумеруємо ребра чис-
лами вiд 1 до 5, а вузли – буквами вiд a до f . Запишемо матрицi,
що характеризують дану рiчкову сiтку. Елементи цих матриць – це
або одиницi, або нулi в залежностi вiд того, чи зв’язанi мiж собою
притоки (вузли) чи нi.

1 2 3 4 5 a b c d e f

1
2
3
4
5




0 0 0 1 1
0 0 1 1 0
0 1 0 1 0
1 1 1 0 1
1 0 0 1 0




a
b
c
d
e
f




0 1 0 0 0 0
1 0 1 0 1 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 1 0 1 0 1
0 0 0 0 1 0




.

Матриця ребер Матриця вузлiв

J У матрицi ребер, наприклад, видно, що притока 2 безпосеред-
ньо зв’язана з притоками 3 i 4, а з притоками 1 i 5 не зв’язана. Анало-
гiчно з матрицi вузлiв випливає, що вузол d безпосередньо зв’язаний
з вузлом e, але не зв’язаний з iншими вузлами, а вузол b зв’язаний
з вузлами a, c та e.

Кожна з цих матриць є симетричною, але очевидно, що ця си-
метричнiсть втрачається, якщо ми хочемо вiдобразити у якому на-
прямку тече рiчка. Це означає, що зв’язок в одному iз напрямкiв
є неможливим. Умовно даний факт вiдобразимо так: рядки визна-
чають течiю "iз" a, b, c i т.д., а стовпчики – течiю "в" a, b, c i т.д.
Оскiльки можливi зв’язки лише iз 1 в 5 або iз f в e, то в кожнiй з на-
ведених матриць деякi зв’язки втрачаються. Тому матрицi матимуть
у цьому випадку вигляд
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1 2 3 4 5 a b c d e f

1
2
3
4
5




0 0 0 0 1
0 0 0 1 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0




a
b
c
d
e
f




0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0




.

Сума елементiв в кожному стовпчику дає загальну кiлькiсть при-
ток, що впадають у кожну рiчку. В нашому випадку маємо по двi
притоки – ребра 4 i 5 та два вузли b i e.

Змiни рiчкової сiтки можна подати за допомогою додавання i
вiднiмання матриць.

Запропонований матричний метод можна використовувати й для
iнших характеристик рiчкової сiтки,наприклад, описання витрат во-
ди, розмiрiв русла i т.п. I

4.2. Застосування систем лiнiйних рiвнянь. На-
ведемо приклади задач економiки, математичнi моделi яких
описуються системами лiнiйних рiвнянь.

Приклад 5. Завод спецiалiзується з випуску чотирьох видiв
виробiв P1, P2, P3 i P4. При цьому використовується сировина чоти-
рьох типiв S1, S2, S3 i S4. Норми витрат кожної з них на одиницю
продукцiї вiдповiдного виду задано таблицею

Вид Норми витрат одиниць Витрати
сиро- сировини на одиницю продукцiї сировини
вини P1 P2 P3 P4 на 1 день, ум.од
S1 1 2 1 0 8
S2 0 1 3 1 15
S3 4 0 1 1 11
S4 1 1 0 5 23

Знайти щоденний обсяг випуску продукцiї кожного виду.
J Нехай завод випускає xj одиниць продукцiї Pj , j ∈ {1, ..., 4}.

Тодi, згiдно з нормами витрат сировини кожного типу, маємо систему
рiвнянь 




x1 + 2x2 + x3 = 8,
x2 + 3x3 + x4 = 15,

4x1 + x3 + x4 = 11,
x1 + x2 + 5x4 = 23.
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Розв’яжемо цю систему методом Жордана-Гаусса

A1 A2 A3 A4 A0 A1 A2 A3 A4 A0

1 2 1 0 8 1 0 0 13 53
0 1 3 1 15 0 1 0 −8 −30
4 0 1 1 11 0 0 0 −54 −216
1 2 0 5 23 0 0 1 3 15
1 2 1 0 8 1 0 0 0 1
0 1 3 1 15 0 1 0 0 2
0 −8 −3 1 −21 0 0 0 1 4
0 −1 −1 5 15 0 0 1 0 3
1 0 −5 −2 −22
0 1 3 1 15
0 0 21 9 99
0 0 2 6 30 .

Отже, завод випускає в день 1 ум.од. продукцiї P1; 2 ум.од. про-
дукцiї P2; 3 ум.од. продукцiї P3 i 4 ум.од. продукцiї P4. I

Приклад 6. Для виплати заробiтної платнi працiвникам чоти-
рьох категорiй B1, B2, B3 i B4 видiлено купюри таких вартостей:
1850 купюр по 100 грн., 230 купюр по 50 грн., 250 купюр по 10 грн. i
740 купюр по 1 грн. Заробiтна платня працiвника категорiї B1 скла-
дає 962 грн., категорiї B2 – 713 грн., категорiї B3 – 452 грн., категорiї
B4 – 261 грн.

Визначити скiльки працiвникiв даної категорiї працює на пiдпри-
ємствi, якщо кожному з них видали заробiтну платню мiнiмальним
числом купюр.

J Оскiльки оплата проводиться мiнiмальним числом купюр, то
таблиця розподiлу купюр рiзної вартостi, якi видають спiвробiтни-
кам рiзних категорiй, має вигляд

Вартiсть Розподiл купюр Загальна
купюри, по категорiях кiлькiсть
грн. B1 B2 B3 B4 купюр
100 9 7 4 2 1850
50 1 – 1 1 230
10 1 1 – 1 250
1 2 3 2 1 740

Нехай xj – кiлькiсть працiвникiв категорiї Bj , j ∈ {1, 2, 3, 4}.
Тодi за даними наведеної вище таблицi матимемо систему рiвнянь
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балансу 



9x1 + 7x2 + 4x3 + 2x4 = 1850,
x1 + x3 + x4 = 230,

x1 + x2 + x4 = 250,
2x1 + 3x2 + 2x3 + x4 = 740.

Розв’яжемо одержану систему методом Жордана-Гаусса.
A1 A2 A3 A4 A0 A1 A2 A3 A4 A0

9 7 4 2 1850 0 0 1 −7/2 −180
1 0 1 1 230 1 0 0 9/2 410
1 1 0 1 250 0 1 0 −7/2 −160
2 3 2 1 740 0 0 0 19/2 760
0 7 −5 −7 −220 0 0 1 0 100
1 0 1 1 230 1 0 0 0 50
0 1 −1 0 20 0 1 0 0 120
0 3 0 −1 280 0 0 0 1 80
0 0 2 −7 −360
1 0 1 1 230
0 1 −1 0 20
0 0 3 −1 220 .

Отже, працiвникiв категорiї B1 на пiдприємствi працює 50 осiб,
категорiї B2 – 120 осiб, категорiї B3 – 100 осiб i категорiї B4 – 80
осiб. I

4.3. Модель Леонтьєва багатогалузевої еконо-
мiки. Метою балансового аналiзу є вiдповiдь на питання, яке
виникає в макроекономiцi й пов’язане з ефективнiстю ведення
багатогалузевого господарства: яким повинен бути обсяг ви-
робництва кожної з n галузей, щоб задовольнити всi потреби
в продукцiї даної галузi? При цьому кожна галузь виступає,
з одного боку, як виробник деякої продукцiї, а з другого – як
споживач продукцiї i своєї, i виробленої iншими галузями.

Припустимо, що є n галузей промисловостi, кожна з яких
виробляє свою продукцiю. Частина продукцiї йде на споживан-
ня всерединi даної галузi, а також iншими галузями, а друга
частина – для реалiзацiї (споживання) у невиробничiй сферi.

Розглянемо процес виробництва за деякий промiжок часу,
наприклад, рiк.
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Введемо такi позначення: xi – сумарний (валовий) обсяг
продукцiї i-ої галузi, yi – обсяг кiнцевого продукту i-ої галузi
для невиробничого споживання (i ∈ {1, ..., n}), xij – обсяг про-
дукцiї i-ої галузi, що споживається j-ою галуззю в процесi ви-
робництва ({i, j} ⊂ {1, ..., n}).

Балансовий принцип зв’язку мiж рiзними галузями проми-
словостi полягає в тому, що валовий випуск i-ої галузi повинен
дорiвнювати сумi обсягiв споживання у виробничiй i невироб-
ничiй сферах, тобто

xi = xi1 + xi2 + ... + xin + yi, i ∈ {1, ..., n}. (25)

Цi рiвняння називаються спiввiдношеннями балансу.
Розглядатимемо вартiсний мiжгалузевий баланс, коли всi ве-
личини, якi входять до рiвностi (25), мають вартiсне виражен-
ня.

Уведемо коефiцiєнти прямих витрат

aij =
xij

xj
, {i, j} ⊂ {1, ..., n}, (26)

якi виражають витрати продукцiї i-ої галузi на виробництво
одиницi продукцiї j-ої галузi. Леонтьєвим було помiчено, що
протягом довгого часу величини aij змiнюються мало, i тому
їх можна вважати сталими й залежними лише вiд технологiї
виробництва. Це означає лiнiйну залежнiсть матерiальних вит-
рат вiд валового випуску, тобто xij = aijxj ({i, j} ⊂ {1, ..., n}).
При цьому спiввiдношення балансу набувають вигляду

xi = ai1x1 + ai2x2 + ... + ainxn + yi, i ∈ {1, ..., n}. (27)

Розглядатимемо матрицю-стовпчик X обсягiв виробленої
продукцiї (матриця валового випуску), матрицю Y обсягiв про-
дукцiї кiнцевого споживання (матриця кiнцевого споживання),
а також матрицю A коефiцiєнтiв прямих витрат:

X =




x1

x2
...

xn


 , Y =




y1

y2
...

yn


 , A =




a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

... . . . . . . . . .
an1 an2 ... ann


 .
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Тодi система рiвнянь (27) у матричнiй формi матиме вигляд

X = AX + Y. (28)

Це рiвняння називають рiвнянням лiнiйного мiжгалу-
зевого балансу, або моделлю Леонтьєва.

Рiвняння (28) можна використовувати двояко: 1) вiдо-
ма матриця-стовпчик валового випуску X, а треба знайти
матрицю-стовпчик кiнцевого споживання Y (задача розгляну-
та вище у прикладi 2); 2) для перiоду T (наприклад, рiк) вiдо-
ма матриця стовпчик кiнцевого споживання Y i треба знайти
матрицю-стовпчик валового випуску.

У другому випадку треба розв’язати систему рiвнянь (28) з
вiдомими матрицею A i матрицею стовпчиком Y . Перепишемо
рiвняння (28) у виглядi

(E −A)X = Y. (29)

Якщо матриця (E−A) невироджена, тобто det(E−A) 6= 0,
то

X = (E −A)−1Y. (30)

Матриця S ≡ (E −A)−1 називається матрицею повних вит-
рат; кожний її елемент sij є величиною валового випуску про-
дукцiї i-ої галузi, необхiдної для забезпечення випуску одиницi
кiнцевого продукту j-ої галузi yj , j ∈ {1, ..., n}.

У вiдповiдностi з економiчним змiстом задачi значення xi

повиннi бути невiд’ємними при невiд’ємних значеннях yi i aij ,
де {i, j} ⊂ {1, ..., n}.

Матриця A ≥ 0 (aij ≥ 0, {i, j} ⊂ {1, . . . , n}) називається
продуктивною, якщо для довiльної матрицi-стовпчика Y ≥ 0
(yi ≥ 0, i ∈ {1, . . . , n}) iснує розв’язок X ≥ 0 (xi ≥ 0, i ∈
{1, . . . , n}) рiвняння (28). У цьому випадку й модель Леонтьєва
називається продуктивною.

Iснує декiлька критерiїв продуктивностi матрицi A. Один
з них стверджує, що матриця A продуктивна, якщо максимум
сум елементiв її стовпчикiв не перевищує одиницi, причому хо-
ча б для одного зi стовпчикiв сума елементiв строго менша
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одиницi, тобто матриця A продуктивна, якщо aij ≥ 0 для до-

вiльних {i, j} ⊂ {1, ..., n}, max
1≤j≤n

n∑

i=1

aij ≤ 1 та iснує номер j

такий, що
n∑

i=1

aij < 1.

Приклад 7. У таблицi наведено данi про виконання балансу
за певний звiтний перiод

N Споживання Кiнцевий Валовий
п/п

Галузь
Енергетика Машинобуд. продукт випуск

1 Енергетика 7 21 72 100
Машино-2
будування

12 15 63 100

Обчислити необхiдний обсяг валового випуску в кожнiй галузi,
якщо кiнцеве споживання енергетичної галузi збiльшиться вдвiчi, а
машинобудування залишиться на попередньому рiвнi.

J Маємо x1 = 100, x2 = 100, x11 = 7, x12 = 21, x21 = 12, x22 = 15,
y1 = 72, y2 = 63. За формулою (26) знаходимо коефiцiєнти прямих
витрат: a11 = 7

100 = 0, 07, a12 = 21
100 = 0, 21, a21 = 12

100 = 0, 12,

a22 = 15
100 = 0, 15. Матриця прямих витрат A =

(
0, 07 0, 21
0, 12 0, 15

)
має

невiд’ємнi елементи i задовольняє критерiй продуктивностi, оскiльки
max{0, 07 + 0, 12; 0, 21 + 0, 15} = max{0, 19; 0, 36} = 0, 36 < 1.

Тому для довiльної матрицi-стовпчика кiнцевого продукту Y
можна знайти необхiдний обсяг валового випуску X за формулою
X = (E −A)−1Y .

Оскiльки згiдно з умовою Y =
(

144
63

)
, то треба знайти (E−A)−1:

E −A =
(

1 0
0 1

)
−

(
0, 07 0, 21
0, 12 0, 15

)
=

(
0, 93 −0, 21
−0, 12 0, 85

)
;

det(E −A) = 0, 93 · 0, 85− 0, 12 · 0, 21 = 0, 7653 6= 0;

(E −A)−1 =
1

0, 7653

(
0, 85 0, 21
0, 12 0, 93

)
.

Отже, вектор кiнцевого продукту

X =
1

0, 7653

(
0, 85 0, 21
0, 12 0, 93

)(
144
63

)
=
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=
1

0, 7653

(
0, 85 · 144 + 0, 21 · 63
0, 12 · 144 + 0, 93 · 63

)
=

(
177, 2
99, 1

)
,

тобто валовий випуск в енергетичнiй галузi треба збiльшити до 177,2
ум.од., а в машинобудуваннi – до 99,1 ум.од. I

Приклад 8. Визначити мiжгалузевий баланс виробництва й
споживання продукцiї трьох галузей, коли вiдома матриця прямих

витрат A =




0, 3 0, 1 0, 0
0, 2 0, 3 0, 2
0, 1 0, 0 0, 1


 i кiнцевий продукт кожної галузi




100000
300000
200000


 .

J Маємо X = (E −A)−1Y , де X =




x1

x2

x3


.

Отже,

E −A =




1 0 0
0 1 0
0 0 1


−




0, 3 0, 1 0, 0
0, 2 0, 3 0, 2
0, 1 0, 0 0, 1


 =

=




0, 7 −0, 1 0, 0
−0, 2 0, 7 −0, 2
−0, 1 0, 0 0, 9


 ;

det(E −A) = 0, 421;

(E −A)−1 =




1, 49644 0, 21378 0, 04751
0, 47506 1, 49644 0, 33254
0, 16627 0, 02375 1, 11639


 .

Тодi

X =




1, 49644 0, 21378 0, 04751
0, 47506 1, 49644 0, 33254
0, 16627 0, 02375 1, 11639







100000
300000
200000


 ≈




223280
562946
247030


 .

Обсяг виробництва першої галузi x1 = 223280, другої x2 = 562946
i третьої x3 = 247030. Знаючи цi обсяги й коефiцiєнти прямих витрат,
можна обчислити потоки продукцiї вiд i-ої до j-ої галузi.
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Якщо, наприклад, на одиницю продукцiї другої галузi йде 0,1
одиниць продукцiї першої галузi, то на 562946 одиниць всiєї продук-
цiї другої галузi витрачається 0, 1 · 562946 = 56294, 6 одиниць про-
дукцiї першої галузi. Решта продукцiї першої галузi споживається у
нiй самiй: 0, 3 · 223280 = 66984, 0, бо у третiй галузi її продукцiя не
споживається, оскiльки a13 = 0.

Отже, продукцiя першої галузi розподiляється так: x11 =
66984, 0; x12 = 56294, 6; x13 = 0; y1 = 100000, що разом складає
x ≈ 223279.

Подiбним чином можна знайти балансовий розподiл продукцiї
другої й третьої галузей. I

4.4. Лiнiйна модель торгiвлi. Вважатимемо, що ча-
стини бюджетiв n країн, якi ми позначимо вiдповiдно x1, x2,
..., xn, витрачаються на купiвлю товарiв. Розглянемо лiнiйну
модель обмiну, або модель мiжнародної торгiвлi.

Нехай aij – частина бюджету xj , яку j-а країна витрачає на
закупiвлю товарiв i-ої країни. Уведемо матрицю з коефiцiєнтiв

A =




a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 ... ann


 . (31)

Якщо весь бюджет витрачається лише на закупки всерединi
країни та зовнi неї, то це можна розглядати як торговельний
баланс, а тому правильна рiвнiсть

n∑

i=1

aij = 1, j ∈ {1, ..., n}. (32)

Матриця A, елементи якої задовольняють умови (32) на-
зивається структурною матрицею торгiвлi. Очевидно, що
для i-ої країни загальна виручка вiд внутрiшньої та зовнiшньої
торгiвлi

Pi = ai1x1 + ai2x2 + ... + ainxn, i ∈ {1, ..., n}.
Умовою бездефiцитностi (збалансованостi) торгiвлi є Pi ≥ xi

або
ai1x1 + ai2x2 + . . . + ainxn ≥ xi, i ∈ {1, ..., n}. (33)
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Якщо матриця A є структурною, тобто виконуються умови
(32), то в (33) не можуть бути знаки нерiвностi. Справдi, дода-
мо всi нерiвностi (33) i погрупуємо доданки з величинами xj .
Тодi одержимо, що

x1(a11 + a21 + ... + an1) + x2(a12 + a22 + ... + an2) + . . . +

+xn(a1n + a2n + ... + ann) ≥ x1 + x2 + ... + xn.

Оскiльки в дужках стоять суми елементiв матрицi по стовп-
чиках, якi дорiвнюють одиницi за умовою (32), то одержимо
нерiвнiсть

x1 + x2 + ... + xn ≥ x1 + x2 + ... + xn.

Звiдси випливає, що можливий лише знак рiвностi.
Отже, умови (33) набувають вигляду





a11x1 + a12x2 + ... + a1nxn = x1,
a21x1 + a22x2 + ... + a2nxn = x2,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1x1 + an2x2 + ... + annxn = xn.

(34)

Позначимо через X матрицю-стовпчик, кожна компонен-
та якої характеризує бюджет вiдповiдної країни, тобто X =


x1

x2
...

xn


. Цю матрицю називають матрицею бюджетiв. За

допомогою даної матрицi систему (34) можна подати у виглядi

AX = X. (35)

З цього рiвняння випливає, що власний вектор структурної
матрицi, який вiдповiдає її власному значенню λ = 1, скла-
дається з бюджетiв країн бездефiцитної мiжнародної торгiвлi.

Рiвняння (35) можна подати у виглядi

(A− E)X = 0, (36)
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звiдки й знаходиться матриця X.
Приклад 9. Структурна матриця торгiвлi чотирьох країн має

вигляд

A =




0, 2 0, 3 0, 2 0, 2
0, 4 0, 3 0, 1 0, 2
0, 3 0, 3 0, 5 0, 2
0, 1 0, 1 0, 2 0, 4


 .

Знайти бюджети цих країн, якi задовольняють умову збалансо-
ваної бездефiцитної торгiвлi, якщо сума бюджетiв x1 +x2 +x3 +x4 =
6270.

J Треба розв’язати систему (36), яка в цьому випадку має вигляд



0, 2− 1 0, 3 0, 2 0, 2
0, 4 0, 3− 1 0, 1 0, 2
0, 3 0, 3 0, 5− 1 0, 2
0, 1 0, 1 0, 2 0, 4− 1







x1

x2

x3

x4


 =




0
0
0
0




або 



−0, 8x1 + 0, 3x2 + 0, 2x3 + 0, 2x4 = 0,
0, 4x1 − 0, 7x2 + 0, 1x3 + 0, 2x4 = 0,
0, 3x1 + 0, 3x2 − 0, 5x3 + 0, 2x4 = 0,
0, 1x1 + 0, 1x2 + 0, 2x3 − 0, 6x4 = 0.

Запишемо систему у виглядi




−8x1 + 3x2 + 2x3 + 2x4 = 0,
4x1 − 7x2 + x3 + 2x4 = 0,
3x1 + 3x2 − 5x3 + 2x4 = 0,
x1 + x2 + 2x3 − 6x4 = 0.

Оскiльки визначник даної системи дорiвнює нулю, то система
має безлiч розв’язкiв. Вiзьмемо друге, третє i четверте рiвняння i
розв’яжемо систему





4x1 − 7x2 + x3 + 2x4 = 0,
3x1 + 3x2 − 5x3 + 2x4 = 0,
x1 + x2 + 2x3 − 6x4 = 0.

Маємо, згiдно з формулами Крамера,

x1 =

∣∣∣∣∣∣

−2x4 −7 1
−2x4 3 −5
6x4 1 2

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

4 −7 1
3 3 −5
1 1 2

∣∣∣∣∣∣

=
140x4

121
, x2 =

∣∣∣∣∣∣

4 −2x4 1
3 −2x4 −5
1 6x4 2

∣∣∣∣∣∣
121

=
146
121

x4,
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x3 =

∣∣∣∣∣∣

4 −7 −2x4

3 3 −2x4

1 1 6x4

∣∣∣∣∣∣
121

=
220
121

x4.

Оскiльки x1 + x2 + x3 + x4 = 6270, то
(

140
121

+
146
121

+
220
121

+
121
121

)
x4 = 6270,

627
121

x4 = 6270,

x4 =
6270 · 121

627
= 1210.

Тому шуканi величини бюджетiв країн при бездефiцитнiй тор-
гiвлi такi:

x1 = 1400, x2 = 1460, x3 = 2200, x4 = 1210. I

Вправи

1. Пiдприємство щодобово випускає чотири види виробiв, основнi
виробничо-економiчнi показники яких наведенi в таблицi

Вид Кiлькiсть Витрати Норма часу Цiна
виробу виробiв, сировини, виготовлення виробу,
N п/п од. кг год/видiв гр.од/видiв

1 20 5 10 30
2 50 2 5 15
3 30 7 15 45
4 40 4 8 20

Знайти добовi показники: витрати сировини S, затрати робочого
часу T i вартiсть P продукцiї.

2. Пiдприємство випускає продукцiю трьох видiв i використовує
сировину двох типiв. Норми витрат сировини на одиницю продукцiї

кожного виду задано матрицею A =
(

2 1 3
1 3 4

)
. Вартостi одиниць

сировини кожного типу заданi матрицею B = (10 15). Якi загальнi
витрати виробництва на виготовлення 100 одиниць продукцiї першо-
го виду, 200 одиниць продукцiї другого виду i 150 одиниць продукцiї
третього виду?

3. При виготовленнi деталей чотирьох видiв P1, P2, P3, P4 вит-
рати матерiалiв, робочої сили та електроенергiї задано таблицею
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Витрати (ум.од.) на одну детальРесурси
P1 P2 P3 P4

Матерiали 1 3 0,5 2
Робоча сила 1,5 2 3 1

Електроенергiя 2 1 1 0,5

Обчислити загальнi потреби в матерiалах y1, робочiй силi y2 та
електроенергiї y3 для виготовлення загальної кiлькостi деталей кож-
ного виду: x1 = 10, x2 = 2, x3 = 8, x4 = 4.

4. Виконати розрахунок заробiтної платнi, яка припадає на
кожне замовлення при виготовленнi рiзних деталей, якщо вiдомi
матрицi: 1) затрат робочого часу в годинах на кожному робочому
мiсцi Πj , j ∈ {1, 2, 3, 4, 5}, i на кожний вирiб виду Ai, i ∈ {1, 2, 3},

Π1 Π2 Π3 Π4 Π5

P =




2 1 4 5 0
1 4 2 5 2
0 1 0 3 4




A1

A2

A3

;

2) кiлькiсть виробiв Bk, k ∈ {1, 2, 3} (у штуках), у кожнiй партiї
виробiв виду Ai, i ∈ {1, 2, 3},

A1 A2 A3

Q =




0 4 2
0 2 4
5 1 0




B1

B2

B3

;

3) погодинної заробiтної платнi (у грошових одиницях) на кож-
ному робочому мiсцi

Y =




1, 25
1, 50
1, 40
1, 40
1, 25




.

5. (Прогноз випуску продукцiї за запасами сировини). Пiдприєм-
ство випускає три види продукцiї, використовуючи сировину трьох
типiв. Необхiднi характеристики виробництва задано таблицею.

Тип Витрати сировини за видами продукцiї Запаси
сировини 1 2 3 сировини

1 6 4 5 2400
2 4 3 1 1450
3 5 2 3 1550
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Треба визначити обсяг випуску продукцiї кожного виду при за-
даних запасах сировини.

6. На пiдприємствi є три цехи. Скiльки продукцiї слiд випускати
кожному цеху, якщо заданi матриця прямих витрати A i матриця
кiнцевого продукту Y :

1) A =




0 0, 2 0, 1
0, 3 0 0, 1
0, 2 0, 1 0


; Y =




1200
2000
2400


;

2 ) A =




0 0, 1 0, 2
0, 1 0 0, 3
0, 2 0, 4 0


; Y =




1224
1632
816


?

7. Галузь складається з чотирьох пiдприємств; матриця випус-
ку продукцiї i матриця внутрiшнього споживання мають вiдповiдно
вигляд:

X =




400
300
250
300


 , A =




0, 25 0, 10 0, 24 0, 25
0, 20 0, 15 0, 36 0, 17
0, 15 0, 20 0, 20 0, 25
0, 30 0, 15 0, 20 0, 15


 .

Знайти матрицю обсягiв кiнцевого продукту, який має реалiзо-
вуватися поза галуззю.

8. Є двi фiрми, якi виробляють певний товар.
1) Сукупний продукт першої фiрми дорiвнює 200, а другої фiрми

– 300, матриця прямих витрат A =
(

0, 1 0, 4
0, 8 0, 2

)
. Знайти кiнцевий

продукт кожної фiрми.
2) Кiнцевий продукт першої фiрми дорiвнює 70 а другої – 120.

Треба знайти необхiдний сукупний продукт, якщо матриця прямих

витрат A =
(

0, 1 0, 4
0, 8 0, 2

)
.

9. Структурна матриця торгiвлi трьох країн має вигляд



0, 2 0, 3 0, 4
0, 5 0, 4 0, 2
0, 3 0, 3 0, 4


 .

Знайти бюджети першої i другої країн, якi задовольняють умову
збалансованої бездефiцитної торгiвлi, якщо бюджет третьої країни
дорiвнює 1100 ум.од.

10. Нехай двоє осiб захворiли iнфекцiйною хворобою. Друга
група з п’яти осiб мала контакти з хворими, а третя група з чоти-
рьох осiб мала контакти з другою групою. Треба описати контакти
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другого порядку мiж третьою групою i двома iнфiкованими особа-
ми, якщо контакти першого порядку (прямi контакти) визначаються
такими матрицями:

1) A =
(

1 1 0 0 1
0 1 1 1 0

)
, B =




1 1 0 1
0 1 0 1
0 0 1 0
0 0 1 1
0 1 1 0



;

2) A =
(

1 1 1 1 1
0 0 1 1 0

)
, B =




0 1 1 1
1 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 0
1 1 1 1



.

11. Данi про виконання балансу за звiтний перiод (у певних гр.
од.) наведено в таблицi:

Галузь Розподiл випуску Обсяг Обсяг
виробництва продукцiї в галузях кiнцевої валової

1 2 продукцiї продукцiї
1 9 25 66 100
2 8 27 165 200

Знайти необхiдний обсяг валової продукцiї кожної галузi, якщо
обсяг кiнцевої продукцiї першої галузi збiльшиться вдвоє, а другої
не змiниться.

12. Структурна матриця торгiвлi трьох країн має вигляд

A =




1
2

1
3

1
2

1
4

1
3

1
2

1
4

1
3

0




.

Знайти бюджети цих країн, якi задовольняють умову збалансо-
ваної бездефiцитної торгiвлi, якщо сума бюджетiв x1+x2+x3 = 9000
гр. од.
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Вiдповiдi

1. S = 570 кг, T = 1220 год., P = 3500 гр.од. 2. 2800. 3. y1 = 28,
y2 = 47, y3−32. 4. (99,6; 81,90; 102,55). 5. x1 = 150, x2 = 250, x3 = 100.

6. 1) X =




1640
2940
3116


; 2) X =




1910
2440
2190


. 7. Y = (135 34 35 40).

8. 1) Y =
(

60
80

)
; 2) X =

(
260
410

)
. 9. 1000 од. i 1200 од.

10. 1) C =
(

1 3 1 2
0 1 2 2

)
; 2) C =

(
2 3 3 2
0 1 0 0

)
. 11. X =

(
173, 461
206, 794

)
, тобто обсяг валової продукцiї в першiй галузi тре-

ба збiльшити до 173,461 гр. од., а в другiй – до 206,794 гр. од.
12. x1 = 4000, x2 = 3000, x3 = 2000.
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§5. Квадратичнi форми

Квадратичною формою f вiд n змiнних x1, x2, . . ., xn

називається алгебраїчна сума доданкiв, кожний з яких є або
квадратом однiєї з цих змiнних, або добутком рiзних змiнних,
взятих з деякими коефiцiєнтами.

Вважаючи, що в квадратичнiй формi f уже зведено подiб-
нi члени, через ajj позначимо коефiцiєнт при x2

j , а через 2ajk

коефiцiєнт при добутку xjxk, j 6= k. Оскiльки xjxk = xkxj ,
то коефiцiєнт при цьому добутку можна позначати також i
через 2akj . Згiдно з цими позначеннями повиннi виконувати-
ся рiвностi ajk = akj , {j, k} ⊂ {1, . . . , n}, i тодi 2ajkxjxk =
ajkxjxk + akjxkxj . Тому

f =
n∑

j=1

n∑

k=1

ajkxjxk. (37)

З коефiцiєнтiв квадратичної форми (37) складемо матрицю

A =




a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann


 ,

яка називається матрицею квадратичної форми. Ранг мат-
рицi A називається рангом квадратичної форми. Зокрема,
якщо r = n, тобто матриця A невироджена, то i квадратична
форма називається невиродженою.

Оскiльки ajk = akj , то матриця A є симетричною, тобто
її елементи симетричнi вiдносно головної дiагоналi. Очевид-
но, що для будь-якої симетричної матрицi A за формулою (37)
можна побудувати квадратичну форму f , коефiцiєнти aij якої
є елементами матрицi A.

Якщо ввести позначення

X =




x1

x2
...

xn


 , XT =

(
x1 x2 . . . xn

)
,
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то квадратичну форму (37) можна записати у виглядi

f = XT AX. (38)

Розглянемо лiнiйне перетворення

xj =
n∑

k=1

qjkyk, j ∈ {1, . . . , n}, (39)

матрицею якого є

Q =




q11 q12 . . . q1n

q21 q22 . . . q2n

. . . . . . . . . . . .
qn1 qn2 . . . qnn


 .

У матричному виглядi перетворення (39) запишеться так:

X = QY, (40)

де Y =




y1

y2
...

yn


. Тодi

XT = Y T QT . (41)

З’ясуємо як змiниться квадратична форма f при перетво-
реннi (39).

Для цього пiдставимо (40), (41) в (38):

f = Y T QT AQY = Y T (QT AQ)Y.

Введемо позначення B = QT AQ, тодi

f = Y T BY,

а це означає, що матриця B є матрицею квадратичної форми f
вiд змiнних y1, y2, . . ., yn. Матриця B є симетричною, оскiльки
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BT = (QT AQ)T = QT AT Q = QT AQ = B. Якщо матриця Q пе-
ретворення (39) невироджена, тобто |Q| 6= 0, то ранг матрицi B
збiгається з рангом матрицi A, бо матрицi Q i QT невиродженi
одночасно. Отже, ранг квадратичної форми f не змiнюється
при здiйсненнi невиродженого лiнiйного перетворення (39).

Вивчимо яким повинно бути перетворення (39), щоб квад-
ратична форма f набула вигляду

f =
n∑

j=1

λjy
2
j . (42)

Вираз (42) називається канонiчним виглядом квадратичної
форми. Зокрема, якщо λj ∈ {−1; 0; 1}, j ∈ {1, . . . , n}, то (42) на-
зивається нормальним канонiчним виглядом квадратич-
ної форми.

Якщо квадратична форма (37) зведена за допомогою дея-
кого невиродженого перетворення до канонiчного вигляду (42),
то число коефiцiєнтiв λj , якi вiдмiннi вiд нуля, дорiвнює ран-
гу r квадратичної форми. Справдi, оскiльки ми прийшли до
(42) за допомогою невиродженого перетворення, то, як вiдзна-
чено вище, квадратична форма (42) має ранг r. Очевидно, що
матриця квадратичної форми (42) має вигляд




λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0

. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . λn


 .

Її ранг визначається числом вiдмiнних вiд нуля елементiв,
що стоять на головнiй дiагоналi, а тому цих елементiв, тобто
λj , повинно бути саме r.

Можна довести, що будь-яку квадратичну форму (37) мож-
на звести за допомогою деякого невиродженого перетворення
(39) до канонiчного вигляду (42). При цьому кiлькiсть додат-
них i вiд’ємних λj в (42) не залежить вiд вибору невиродженого
перетворення (39) (закон iнерцiї квадратичної форми).
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Розглянемо один iз методiв зведення квадратичної форми
до канонiчного вигляду, який називається методом Лагран-
жа видiлення повних квадратiв.

Нехай у квадратичнiй формi (37) всi доданки з квадратами
змiнних вiдсутнi, тобто ajj = 0, j ∈ {1, . . . , n}, але принаймнi
один з коефiцiєнтiв ajk 6= 0. Для зручностi вважатимемо, що,
наприклад, a12 6= 0. Це означає, що в квадратичнiй формi є
доданок 2a12x1x2. Перейдемо до нових змiнних y1, y2, . . ., yn за
допомогою невиродженого перетворення:

x1 = y1 − y2

x2 = y1 + y2,

xj = yj , j ∈ {3, . . . , n}.
Тодi вираз 2a12x1x2 набуде вигляду

2a12x1x2 = 2a12(y1 − y2)(y1 + y2) = 2a12y
2
1 − 2a12y

2
2.

Отже, в квадратичнiй формi з’явилися члени з y2
1 i y2

2. Тому
надалi можна вважати, що в квадратичнiй формi обов’язково
є доданки з квадратами змiнних.

Нехай, наприклад, в квадратичнiй формi (37) коефiцiєнт
a11 6= 0. Розглянемо частину квадратичної форми f , яка мi-
стить змiнну x1, тобто

f1 = a11x
2
1 + 2a12x1x2 + 2a13x1x3 + . . . + 2a1nx1xn.

Доповнимо цей вираз до повного квадрата:

f1 =
1

a11
(a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn)2 − α,

де α є алгебраїчною сумою доданкiв, якi не мiстять змiнної x1.
Якщо зробити невироджене лiнiйне перетворення

y1 = a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn,

yj = xj , j ∈ {2, . . . , n},
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то квадратична форма f у змiнних y1, y2, . . ., yn набуде вигляду

f =
1

a11
y2
1 +

n∑

j=2

n∑

k=2

a′jkyjyk

або
f =

1
a11

y2
1 + f2,

де a′jk – деякi новi коефiцiєнти при добутках yjyk. Аналогiчно,
як i в попередньому випадку, органiзуємо повний квадрат вiд-
носно змiнної y2 в f2 i т.д.У результатi дiстанемо канонiчний
вигляд квадратичної форми.

Приклад 1. Звести квадратичну форму

f = x2
1 + x2

2 + 3x2
3 + 4x1x2 + 2x1x3 + 2x2x3

до канонiчного вигляду.
J Запишемо квадратичну форму у виглядi

f = (x2
1 + 4x1x2 + 2x1x3) + x2

2 + 3x2
3 + 2x2x3 =

= (x1 + 2x2 + x3)2 − 4x2
2 − x2

3 − 4x2x3 + x2
2 + 3x2

3 + 2x2x3 =

= (x1 + 2x2 + x3)2 − 3x2
2 + 2x2

3 − 2x2x3.

Вираз 2x2
3 − 3x2

2 − 2x2x3 не мiстить змiнної x1. Утворимо повний
квадрат вiдносно змiнної x3. Тодi одержимо, що

f = (x1+2x2+x3)2+2(x2
3−x2x3)−3x2

2 = (x1+2x2+x3)2+2(x3−1
2
x2)2−1

2
x2

2−3x2
2 =

= (x1 + 2x2 + x3)2 + 2(x3 − 1
2
x2)2 − 7

2
x2

2.

Тепер введемо новi змiннi y1, y2 i y3 за формулами




y1 = x1 + 2x2 + x3,

y2 = x3 − 1
2
x2,

y3 = x2.

Розв’язавши цю систему вiдносно x1, x2 i x3, знайдемо шукане пере-
творення 




x1 = y1 − y2 − 5
2
y3,

x2 = y3,

x3 = y2 +
1
2
y3,
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матрицею якого є

Q =




1 −1 −5
2

0 0 1

0 1
1
2


 .

Очевидно, що це перетворення невироджене, бо |Q| = −1 6= 0.
Воно зводить квадратичну форму до канонiчного вигляду

f = y2
1 + 2y2

2 −
7
2
y2
3 .

Оскiльки є три повнi квадрати у канонiчнiй формi, то форма f

є невиродженою. I
Приклад 2. Звести до канонiчного вигляду квадратичну фор-

му
f = 2x1x2 − 6x2x3 + 2x1x3.

J Оскiльки у данiй формi вiдсутнi квадрати, то зробимо таке
невироджене перетворення





x1 = y1 + y2,
x2 = y1 − y2,
x3 = y3.

Тодi матимемо

f = 2y2
1−2y2

2−6y1y3+6y2y3+2y1y3+2y2y3 = 2y2
1−2y2

2−4y1y3+8y2y3.

Органiзуємо повний квадрат вiдносно змiнної y1. Тодi одержимо,
що

f = 2(y2
1 − 2y1y3)− 2y2

2 + 8y2y3 = 2(y1 − y3)2 − 2y2
3 − 2y2

2 + 8y2y3.

Далi утворимо повний квадрат вiдносно змiнної y2:

f = 2(y1− y3)2− 2(y2
2 − 4y2y3)− 2y2

3 = 2(y1− y3)2− 2(y2− 2y3)2 +6y2
3 .

Тепер зробимо замiну змiнних




z1 = y1 − y3,
z2 = y2 − 2y3,
z3 = y3.

Тодi дiстанемо, що квадратична форма набула канонiчного вигляду

f = 2z2
1 − 2z2

2 + 6z2
3 .
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Знайдемо перетворення, яке звело квадратичну форму до цього
вигляду. Маємо 




y1 = z1 + z3,
y2 = z2 + 2z3,
y3 = z3,

а тому 



x1 = z1 + z2 + 3z3,
x2 = z1 − z2 − z3,
x3 = z3.

Матрицею цього перетворення є

Q =




1 1 3
1 −1 −1
0 0 1


 .

Оскiльки |Q| = −2 6= 0, то перетворення невироджене. Квадратич-
на форма так само невироджена, бо її канонiчний вигляд мiстить
квадрати всiх змiнних.

Легко можна перевiрити, що квадратична форма зводиться до
канонiчного вигляду

f = 2z2
1 + 6z2

2 − 8z2
3

за допомогою невиродженого лiнiйного перетворення




x1 = z1 + 3z2 + 2z3,
x2 = z1 − z2 − 2z3,
x3 = z3.

У цьому новому канонiчному виглядi, як i в попередньому, є два
додатних λj та одне вiд’ємне, що й має бути згiдно iз законом iнерцiї
квадратичної форми. I

Квадратичну форму називають додатно-визначеною
(вiд’ємно-визначеною), якщо для довiльних значень x1, x2,
. . ., xn, з яких принаймнi одне не дорiвнює нулю, квадратична
форма f набуває додатних (вiд’ємних) значень.

Обидва цi випадки об’єднують пiд спiльною назвою знако-
визначенi квадратичнi форми.

Якщо квадратична форма f має як додатнi, так i вiд’ємнi
значення, то її називають знакозмiнною.
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Для визначення типу квадратичної форми використовують
критерiй Сiльвестра.

Розглянемо матрицю A, складену з коефiцiєнтiв квадратич-
ної форми (37). Визначники

∆1 = |a11|, ∆2 =
∣∣∣∣

a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ , ∆3 =

∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
,

. . . , ∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
називають головними мiнорами матрицi A.

Теорема (критерiй Сiльвестра). Квадратична форма
(37) додатно-визначена тодi й тiльки тодi, коли всi голов-
нi мiнори матрицi A є додатними, тобто ∆1 > 0, ∆2 > 0,
. . ., ∆n > 0.

Квадратична форма (37) вiд’ємно-визначена тодi й тiльки
тодi, коли знаки головних мiнорiв чергуються, починаючи з
вiд’ємного, тобто виконуються нерiвностi ∆1 < 0, ∆2 > 0,
. . ., (−1)n∆n > 0.

Вправи

Пропоновану квадратичну форму звести до канонiчного вигляду:
1. f = 2x1x2 + 4x1x3 − x2

2 − 8x2
3;

2. f = 6x2
1 + 5x2

2 + 7x2
3 − 4x1x2 + 4x1x3;

3. f = x2
1 + 5x2

2 − 4x2
3 + 2x1x2 − 4x1x3;

4. f = x1x2 + x2x3 + x1x3;
5. f = 4x2

1 + x2
2 + x2

3 − 4x1x2 + 4x1x3 − 3x2x3;
6. f = 11x2

1 + 5x2
2 + 2x2

3 + 16x1x2 + 4x1x3 − 20x2x3;
7. f = x2

1 + x2
2 + 5x2

3 − 6x1x2 + 6x1x3 − 6x2x3;
8. f = x2

1 + x2
2 + x2

3 + 4x1x2 + 4x1x3 + 4x2x3;
9. f = 17x2

1 + 14x2
2 + 14x2

3 − 4x1x2 − 4x1x3 − 8x2x3.

Вiдповiдi

1. f = −y2
1 + y2

2 − 12y2
3 . 2. f = 3y2

1 + 6y2
2 + 9y2

3 . 3. f = y2
1 + y2

2 − y2
3 .

4. f = y2
1 − y2

2 − y2
3 . 5. f = y2

1 + y2
2 − y2

3 . 6. f = 9y2
1 + 18y2

2 − 9y2
3 .

7. f = 3y2
1 + 6y2

2 − 2y2
3 . 8. f = 5y2

1 − y2
2 − y2

3 . 9. f = 9y2
1 + 18y2

2 + 18y2
3 .
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Роздiл 3
Елементи векторного аналiзу

§1. Вектори та лiнiйнi операцiї над ними

1.1. Вектори на площинi та в просторi. При вивченнi
рiзних явищ i процесiв зустрiчаються величини, якi повнiстю
визначаються заданням їхнiх числових значень. Такi величини
називаються скалярними. Скалярними величинами є, напри-
клад, довжина, площа, маса, температура i т.п. Крiм скалярних
величин, у рiзних задачах зустрiчаються величини, для визна-
чення яких, крiм числового значення, необхiдно знати також
їхнiй напрямок у просторi або на площинi. Такi величини на-
зиваються векторними. Векторнi величини зображуються за
допомогою векторiв.

Векторними величинами, наприклад, є сила, що дiє на тiло,
швидкiсть i прискорення тiла при його русi в просторi, напру-
женiсть магнiтного поля в данiй точцi i т.д.

Вектором називається напрямлений вiдрiзок у просторi
або на площинi, у якого одна з його обмежуючих точок береть-
ся за початок, а друга – за кiнець. Якщо A – початок вектора, а
B – його кiнець, то вектор позначається символом −−→AB. Вектор
позначатимемо також i символом −→a .

Довжиною (модулем) |−−→AB| вектора −−→
AB називається

число, що дорiвнює довжинi вiдрiзка AB, який зображає цей
вектор. Якщо вектор позначено через −→a , то його модуль по-
значається символом |−→a |.

Вектор, у якого кiнець збiгається з початком, називається
нульовим i позначається −→0 . Нульовий вектор не має певного
напрямку, а його модуль |−→0 | = 0.

Вектори −→a i −→b , якi лежать на однiй прямiй або на пара-
лельних прямих, називаються колiнеарними. Якщо ж векто-
ри в просторi лежать на однiй площинi або на паралельних
площинах, то вони називаються компланарними.

Два вектори −→a i −→b називаються рiвними, якщо вони: 1)
мають однаковi модулi; 2) колiнеарнi; 3) напрямленi в один бiк.
У цьому випадку пишуть −→a = −→

b . Iншими словами, вектори −→a
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i −→b називаються рiвними, якщо при деякому паралельному пе-
ренесеннi вони сумiщаються, причому збiгаються їхнi початки i
кiнцi. З цього означення випливає, що вектор можна переноси-
ти паралельно самому собi, помiщаючи його початок у будь-яку
точку простору (площини).

Для кожного ненульового вектора −→a iснує протилежний
вектор, який позначається символом −−→a . Вектор −−→a має мо-
дуль, який дорiвнює модулю вектора−→a , колiнеарний з ним, але
напрямлений у протилежний бiк.

1.2. Лiнiйнi операцiї над векторами. Лiнiйними опера-
цiями називаються операцiї додавання й вiднiмання векторiв i
множення вектора на число.

Добутком вектора −→a на число λ 6= 0 називається вектор−→
b = λ−→a , що колiнеарний вектору −→a , довжина якого |−→b | =
|λ||−→a |, а напрямок збiгається з напрямком вектора−→a при λ > 0
i протилежний при λ < 0.

Звiдси випливає, що вектори −→a i −→b = λ−→a завжди роз-
мiщенi на однiй або на паралельних прямих, оскiльки вони є
колiнеарними. Правильним є й обернене твердження: з колiне-
арностi векторiв −→a i −→b випливає, що

−→
b = λ−→a . (1)

Сумою векторiв −→a i −→b називається вектор −→c = −→a +−→
b ,

початок якого збiгається з початком вектора −→a , а кiнець з кiн-
цем вектора −→b , за умови, що початок вектора −→b знаходиться
в кiнцi вектора −→a .

µ

-̂

~a1

-

s

+

~a ~b

~c = ~a +~b

~a2
~a3

~a4

~c = ~a1 + ~a2 + ~a3 + ~a4
-

¸

Дане означення можна поширити на довiльне скiнченне
число векторiв. Це правило називається правилом трикут-
ника (многокутника).

Лiнiйнi операцiї над векторами мають такi властивостi:
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1) −→a +−→
b = −→

b +−→a ;
2) (−→a +−→b )+−→c = −→a +(−→b +−→c ); 3) λ(−→a +−→b ) = λ−→a +λ

−→
b ;

4) (λ + µ)−→a = λ−→a + µ−→a ; 5) (λµ)−→a = λ(µ−→a );
6) 0−→a = λ

−→0 = −→0 .
Суму векторiв −→a i −→b можна одержати i таким чином: вiд-

кладемо вiд точки O вектори −→OA = −→a i −−→OB = −→
b i побудуємо

паралелограм OACB. Вектор −−→OC, який є дiагоналлю парале-
лограма i є сумою векторiв −→a i −→b .

j

1

~c = ~a +~b

?~a

~b

~d = ~a−~b

-
¾

O

B

A

C
Описане правило на-
зивається правилом
паралелограма дода-
вання векторiв.

Рiзницею векторiв−→a i−→b називається вектор−→d = −→a −−→b ,
сума якого з вектором −→b дає вектор −→a .

Вектор, довжина якого дорiвнює одиницi, називається оди-
ничним.

Нехай задано вектор−→a 6= −→0 . Розглянемо одиничний вектор−→
a0, колiнеарний вектору −→a й однаково з ним напрямлений, тодi
−→a = |−→a |−→a0. Вектор

−→
a0 називають ортом вектора −→a .

1.3. Кут мiж двома векторами. Проекцiя вектора на
вiсь. Нехай у просторi задано два ненульовi вектори −→a i −→b ,
якi зведено до спiльного початку.

7

z
?Iϕ

~a

~b

Кутом мiж векторами −→a i −→b нази-
вається найменший кут ϕ, 0 ≤ ϕ ≤ π на
який треба повернути один iз векторiв
до його сумiщення з другим.

-

µ

Y?
ϕ

~a

l
-
~l0

Розглянемо вiсь l, додатний напрямок
якої збiгається з напрямком одинично-
го вектора

−→
l0 , розмiщеного на осi l.

Пiд кутом мiж вектором −→a i вiссю l розумiємо кут ϕ мiж
векторами −→a i

−→
l0 .

102



Нехай l – деяка вiсь, а −−→AB – вектор, який розмiщений до-
вiльно у просторi. Позначимо через A1 та B1 проекцiї на вiсь
l вiдповiдно початку A i кiнця B цього вектора. Припустимо,
що A1 має на осi l координату x1, а B1 – координату x2.

Рiзницю x2−x1 мiж координатами проекцiй кiнця i початку
вектора −−→AB на вiсь l назвемо проекцiєю вектора −−→AB на цю
вiсь.

-

:
A

B

A1
B10

l

Якщо вектор −−→AB утворює з вiссю l гострий кут, то x2 > x1,i
проекцiя x2 − x1 > 0, якщо ж кут мiж вiссю l i вектором −−→AB –
тупий, то x2 < x1, i проекцiя x2 − x1 < 0.

- -l

1

x1 x2

A

B

ϕ

Y

x2 x1

B

A
ϕ

l

У випадку, коли −−→AB⊥l, маємо x2 = x1 i тому проекцiя x2−
x1 = 0.

Проекцiю вектора −−→AB на вiсь l позначатимемо символом
прl
−−→
AB.
Основнi властивостi проекцiї вектора на вiсь:
1) проекцiї рiвних векторiв на одну й ту саму вiсь однаковi,

тобто прl
−−→
AB = прl

−−→
CD, якщо −−→AB = −−→

CD;

-

: :

A1 B1 C1 D1

A

B

C

D

l
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2) при множеннi вектора на число λ, його проекцiя мно-
житься на це число, тобто прl

−→
AC = прl(λ

−−→
AB) = λпрl

−−→
AB;

-

:B
C

C1A1 B1

l

A

3) проекцiя суми векторiв на вiсь l дорiвнює сумi проекцiй
цих векторiв на дану вiсь: прl

−→
AC = прl

−−→
AB + прl

−−→
BC;

-

:

B
C

C1A1 B1 l

3

A

z

4) проекцiя вектора прl
−−→
AB на вiсь l дорiвнює добутку мо-

дуля вектора на косинус кута ϕ мiж цим вектором i вiссю l:
прl
−−→
AB = |−−→AB| cosϕ.

1.4. Прямокутний декартiв базис. Розклад вектора
по осях координат. Дiї над векторами, заданими своїми
координатами. Розглянемо прямокутну систему координат у
просторi. На кожнiй осi виберемо одиничний вектор, напрямок
якого збiгається з додатним напрямком осi. На осi Ox вiзьмемо
одиничний вектор ~i, на осi Oy – ~j, на осi Oz – ~k: |~i| = |~j| =
|~k| = 1.

-

6

¼

M2

j
y

7M

x

z

M3

M∗

~a

M1

O
-

6
¼

−→
i

−→
j

−→
k

Цi вектори взаємно
перпендикулярнi. Їх
називають ортами
осей координат.
Прийнято також нази-
вати цi орти декарто-
вим прямокутним
базисом.
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Розглянемо вектор −→a = −−→
OM у просторi. Згiдно з правилом

додавання векторiв
−−→
OM =

−−−→
OM∗ +

−−−→
M∗M = −−−→

OM1 +−−−→
OM2 +−−−→

OM3. (2)

Якщо координати точки M(x; y; z), то
−−−→
OM1 = x~i; −−−→

OM2 = y~j; −−−→
OM3 = z ~k. (3)

Тодi з (2) i (3) випливає, що

−→a = x~i + y~j + z ~k. (4)

Рiвнiсть (4) називають розкладом вектора ~a по коор-
динатних осях. Очевидно, що x = прOx

−→a , y = прOy
−→a ,

z = прOz
−→a , а це означає, що коефiцiєнти розкладу (4) є про-

екцiями вектора −→a на осi координат.
Якщо початок вектора сумiщено з початком координат, то

його проекцiї x, y, z на координатнi осi збiгаються з координа-
тами кiнця вектора – точки M . Тому проекцiї будь-якого век-
тора на координатнi осi називають координатами вектора−−→
OM = −→a .

Пiсля вибору в просторi певної системи координат вектор
i трiйка його координат однозначно визначають одне одного,
тому вектор (4) можна записати у виглядi

−→a = (x; y; z). (5)

Оскiльки осi координат взаємно перпендикулярнi, то дов-
жина вектора −−→OM дорiвнює дiагоналi прямокутного парале-
лепiпеда, побудованого на векторах −−−→OM1,

−−−→
OM2,

−−−→
OM3 i тому

виражається рiвнiстю

|−→a | =
√

x2 + y2 + z2. (6)

Оскiльки вектор повнiстю визначається заданням початку
i кiнця, то можна виразити координати даного вектора через
координати цих точок. Якщо в заданiй системi координат поча-
ток вектора−→a знаходиться в точцi A(x1; y1; z1), а кiнець у точцi
B(x2; y2; z2), то

−→
OA = x1

~i + y1
~j + z1

~k, −−→OB = x2
~i + y2

~j + z2
~k.
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З рiвностi −−→OB = −→
OA +−−→

AB випливає, що
−−→
AB = −−→

OB −−→OA = (x2
~i + y2

~j + z2
~k)− (x1

~i + y1
~j + z1

~k) =

= (x2 − x1)~i + (y2 − y1)~j + (z2 − z1)~k.

-

6

¼

0

±

*µ
A

B

x

y

z

Отже,
−→a = (x2 − x1; y2 − y1; z2 − z1).

Формула (6) у цьому випадку набуває вигляду

|−→a | =
√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 + (z2 − z1)2.

Очевидно, що вiдстань мiж двома точками A(x1; y1; z1) i
B(x2; y2; z2) дорiвнює довжинi вектора −−→AB, а тому обчислюєть-
ся за формулою

|−−→AB| =
√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 + (z2 − z1)2.

Запис вектора у координатнiй формi дозволяє лiнiйнi опе-
рацiї над векторами здiйснювати над їхнiми координатами.

Нехай є вектори −→a = x1
~i + y1

~j + z1
~k, −→b = x2

~i + y2
~j + z2

~k
i λ – деяке число.

Тодi

λ−→a = λ(x1
~i + y1

~j + z1
~k) = (λx1)~i + (λy1)~j + (λz1)~k

або
λ−→a = (λx1;λy1; λz1). (7)

Далi

−→a ±−→b = (x1
~i + y1

~j + z1
~k)± (x2

~i + y2
~j + z2

~k) =
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= (x1 ± x2)~i + (y1 ± y2)~j + (z1 ± z2)~k

або
−→a ±−→b = (x1 ± x2; y1 ± y2; z1 ± z2). (8)

Якщо вектори −→a i −→b колiнеарнi, то −→b = λ−→a , тобто

x2
~i + y2

~j + z2
~k = λ(x1

~i + y1
~j + z1

~k). (9)

Звiдси випливає, що

x2 = λx1, y2 = λy1, z2 = λz1

або
x2

x1
=

y2

y1
=

z2

z1
. (10)

Оскiльки умови (10) – це вiдношення, то один або два зна-
менники можуть дорiвнювати нулю, але тодi й вiдповiднi чи-
сельники дорiвнюватимуть нулю.

Умова (10) є необхiдною i достатньою умовою колiнеарностi
двох векторiв.

Приклад 1. Задано вектори −→a = (2; 0; 1) i −→b = (3; 5;−2). Знай-
ти довжину вектора −→c = 2−→a − 3−→b .

J Маємо −→c = 2(2; 0; 1)− 3(3; 5;−2) = (4; 0; 2)− (9; 15;−6) = (4−
9; 0− 15; 2 + 6) = (−5;−15; 8).

Тодi |−→c | =
√

(−5)2 + (−15)2 + 82 =
√

25 + 225 + 64 =
√

314. I
Приклад 2. Для яких значень α i β вектори −→a = (−2; 3; β) i−→

b = (α;−6; 2) колiнеарнi?
J Згiдно з (10)

−2
α

=
−3
6

=
β

2
.

Тому

− 2
α

= −1
2
; α = 4;

β

2
= −1

2
; β = −1.

Отже, вектори −→a i −→b колiнеарнi, коли α = 4, β = −1. I
Напрямок вектора −→a в просторi визначається кутами α, β

i γ, якi цей вектор утворює з осями координат. Косинуси цих
кутiв cosα, cosβ, cos γ називають напрямними косинусами
вектора.
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Нехай вектор −→a заданий своїми координатами, тобто −→a =
(x; y; z). Оскiльки x = прOx

−→a = |−→a | cosα, y = прOy
−→a =

|−→a | cosβ, z = прOz
−→a = |−→a | cos γ, де |−→a | =

√
x2 + y2 + z2, то

cosα =
x√

x2 + y2 + z2
, cosβ =

y√
x2 + y2 + z2

,

cos γ =
z√

x2 + y2 + z2
. (11)

Пiднiсши кожну з рiвностей (11) до квадрата i додавши їх,
дiстанемо, що

cos2 α + cos2 β + cos2 γ = 1,

тобто сума квадратiв напрямних косинусiв будь-якого вектора
дорiвнює одиницi.

Очевидно, що орт вектора −→a
−→
a0 = cosα~i + cosβ~j + cos γ ~k.

Приклад 3. Знайти косинуси кутiв, якi вектор −−→AB утворює з
осями координат, якщо A(1; 2; 3) i B(2; 4; 5).

J Маємо −−→AB = (2 − 1; 4 − 2; 5 − 3), тобто −−→AB = (1; 2; 2). Тодi

|−−→AB| = √
1 + 4 + 4 = 3, cosα =

1
3
, cosβ =

2
3
, cos γ =

2
3
. I

1.5. Лiнiйна залежнiсть векторiв. Вектори −→a 1,−→a 2, ...,−→a k називаються лiнiйно залежними, якщо iснують числа λ1,
λ2, ..., λk, принаймнi одне з яких не дорiвнює нулю (λ2

1 + λ2
2 +

... + λ2
k 6= 0), такi, що виконується рiвнiсть

λ1
−→a 1 + λ2

−→a 2 + ... + λk
−→a k = −→0 . (12)
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Якщо ж рiвнiсть (12) виконується тiльки тодi, коли λ1 =
λ2 = ... = λk = 0, то вектори −→a 1, −→a 2, ..., −→a k називаються
лiнiйно незалежними.

З рiвностi (12), припускаючи, наприклад, λ1 6= 0, дiстанемо

−→a 1 = −λ2

λ1

−→a 2 − λ3

λ1

−→a 3 − ...− λk

λ1

−→a k.

Покладаючи −λ2
λ1

= µ2, ..., −λk
λ1

= µk, одержимо

−→a 1 = µ2
−→a 2 + µ3

−→a 3 + ... + µk
−→a k. (13)

Вираз µ2
−→a 2 + ... + µk

−→a k називається лiнiйною комбiна-
цiєю векторiв −→a 2, ..., −→a k.

Отже, якщо декiлька векторiв лiнiйно залежнi, то принайм-
нi один iз них завжди можна зобразити у виглядi лiнiйної ком-
бiнацiї решти.

Правильне й обернене твердження, а саме: якщо один iз век-
торiв є лiнiйною комбiнацiєю iнших, то всi цi вектори лiнiйно
залежнi. Справдi, нехай, наприклад, вектор−→a 1 є лiнiйною ком-
бiнацiєю векторiв −→a 2,−→a 3, ..., −→a k. Тодi правильною є рiвнiсть
(13), яку можна записати так: −−→a 1 + µ2

−→a 2 + ... + µk
−→a k = −→0 .

Звiдси, згiдно з означенням лiнiйної залежностi векторiв, вип-
ливає, що вектори −→a 1,−→a 2, ..., −→a k лiнiйно залежнi, оскiльки
виконується (12), де λ1 = −1, вiдмiнне вiд нуля.

Приклад 4. Скласти лiнiйну комбiнацiю векторiв −→a 1 =
(2;−1; 0), −→a 2 = (−3; 2; 1) з коефiцiєнтами λ1 = 2, λ2 = 3.

J Маємо 2−→a 1 = (2 · 2; 2 · (−1); 2 · 0) = (4;−2; 0), 3−→a 2 = (3 ·
(−3); 3 · 2; 3 · 1) = (−9; 6; 3). Тодi 2−→a 1 + 3−→a 2 = (4;−2; 0) + (−9; 6; 3) =
(4− 9;−2 + 6; 0 + 3) = (−5; 4; 3). I

Приклад 5. Довести, що вектори −→a 1 = (2; 0), −→a 2 = (0; 3) є
лiнiйно незалежними.

J Треба довести, що рiвнiсть λ1
−→a 1 + λ2

−→a 2 = −→0 рiвносильна
тому, що λ1 = 0, λ2 = 0. Маємо, λ1

−→a 1 + λ2
−→a 2 = (2λ1 + 0λ2; 0λ1 +

3λ2) = (2λ1; 3λ2), а тому з рiвностi (2λ1; 3λ2) = −→0 випливає, що
λ1 = 0, λ2 = 0. I

Приклад 5 показує, що на площинi iснує система лiнiйно
незалежних векторiв, яка мiстить два вектори.
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Теорема. Будь-якi три вектори −→a , −→b , −→c на площинi
лiнiйно залежнi.

J Справдi, нехай серед векторiв є два колiнеарнi, наприклад, −→a
i −→b . Тодi −→a = λ

−→
b або −→a = λ

−→
b + 0−→c , тобто вектор −→a є лiнiйною

комбiнацiєю векторiв −→b i −→c . Отже, в цьому випадку вектори −→a , −→b ,
−→c лiнiйно залежнi.

Якщо серед заданих векторiв немає жодної пари колiнеарних, то,

3
3

--

1

O

C

B

M~a
~c

~b

звiвши всi три вектори до спiль-
ного початку, побудуємо парале-
лограм. Тодi −−→OM = −−→

OB + −−→
OC, а,

оскiльки −−→OB = λ1
−→
b , −−→OC = λ2

−→c
то −→a = λ1

−→
b + λ2

−→c . Це означає,
що вектор −→a є лiнiйною комбiна-
цiєю векторiв −→b i −→c . Тому i в

цьому випадку вектори−→a , −→b , −→c лiнiйно залежнi. I
Очевидно, що два вектори −→a i −→b на площинi лiнiйно неза-

лежнi тодi й тiльки тодi, коли вони неколiнеарнi.
Звiдси i з попереднього випливає, що максимальне число

лiнiйно незалежних векторiв на площинi дорiвнює двом.
Базисом на площинi називаються два довiльних лiнiйно

незалежних вектори.
Згiдно з теоремою, будь-який вектор −→c на площинi можна

подати у виглядi лiнiйної комбiнацiї векторiв базису −→a та −→b
−→c = λ−→a + µ

−→
b . (14)

Числа λ i µ називаються координатами вектора −→c вiдносно
базису −→a i −→b , а саму формулу (14) називають розкладом
вектора −→c по базису −→a i −→b .

Приклад 6. Розкласти вектор −→b = (4;−15) по базису −→a 1 =
(2; 0), −→a 2 = (0; 3).

J У прикладi 5 доведено, що вектори −→a 1 i −→a 2 лiнiйно незалеж-
нi, а отже, утворюють базис. Тодi −→b = λ1

−→a 1 + λ2
−→a 2 або (4;−15) =

(2λ1; 0) + (0; 3λ2), що рiвносильне рiвностi (4;−15) = (2λ1; 3λ2), звiд-
ки випливає, що 4 = 2λ1, −15 = 3λ2, отже, λ1 = 2, λ2 = −5.

Тому −→
b = 2−→a 1 − 5−→a 2. I

Аналогiчно, як i у випадку площини, доводиться, що будь-
якi чотири вектори у просторi лiнiйно залежнi, а максимальне
число лiнiйно незалежних векторiв у просторi дорiвнює трьом.
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Отже, у просторi базис складається з трьох довiльних лiнiй-
но незалежних векторiв.

1.6. Подiл вiдрiзка в даному вiдношеннi. Нехай треба
вiдрiзок M1M2 подiлити у вiдношеннi λ > 0. Це означає, що
треба знайти на даному вiдрiзку точку M , для якої M1M :
MM2 = λ, або M1M = λMM2.

3

3

M1

M

M2
Нехай точки M1 i M2 мають вiдповiдно
координати M1(x1; y1; z1) i M2(x2; y2; z2).
Знайдемо координати точки M(x; y; z).
Очевидно, що −−−→

M1M = λ
−−−→
MM2 або (x −

x1; y − y1; z − z1) = (λ(x2 − x); λ(y2 − y);
λ(z2 − z)).

Звiдси випливає, що x− x1 = λ(x2 − x), y − y1 = λ(y2 − y),
z − z1 = λ(z2 − z), тобто

x =
x1 + λx2

1 + λ
, y =

y1 + λy2

1 + λ
, z =

z1 + λz2

1 + λ
. (15)

Якщо точка M є серединою вiдрiзка M1M2, то M1M =
MM2 i, отже, λ = 1. У цьому випадку рiвностi (15) набудуть
вигляду

x =
x1 + x2

2
, y =

y1 + y2

2
, z =

z1 + z2

2
. (16)

Приклад 7. Дано точки M1(1; 2), M2(3; 4). Подiлити вiдрiзок
M1M2 у вiдношеннi λ = 1

2 .
J Оскiльки x1 = 1, y1 = 2; x2 = 3, y2 = 4, то згiдно з формулами

(15) маємо

x =
1 + 1

2 · 3
1 + 1

2

=
5
3
, y =

2 + 1
2 · 4

1 + 1
2

=
8
3
.

Отже, точка M(5
3 ; 8

3) дiлить вiдрiзок M1M2 у вiдношеннi
λ = 1

2 . I
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Вправи

1. Дано точки A(3;−1; 2) i B(−1; 2; 1). Знайти координати век-
торiв −−→AB i −−→BA.

2. Знайти лiнiйну комбiнацiю векторiв 3~a+4~b−~c, де ~a = (4; 1; 3),
~b = (1; 2;−2), ~c = (10; 8; 1).

3. Дано |~a| = 13, |~b| = 19, |~a +~b| = 24. Знайти |~a−~b|.
4. Для яких значень α i β вектори ~a = (−4; 6; β) i ~b = (α;−3; 2)

колiнеарнi?
5. Дано чотири точки A(−1; 5;−10), B(5;−7; 8), C(2; 2;−7) i

D(5;−4; 2). Перевiрити, чи вектори −−→AB i −−→CD колiнеарнi; знайти який
з них довший i у скiльки разiв, як вони напрямленi – в один чи в
протилежнi боки.

6. Знайти початок вектора ~a = (2;−3;−1), якщо його кiнець
збiгається з точкою (1;−1; 2).

7. На площинi дано три вектори ~a = (3;−2), ~b = (−2; 1) i ~c =
(7;−4). Знайти розклад кожного з цих векторiв, беручи за базис два
iнших.

8. Вектор ~x колiнеарний вектору ~a = (6;−8;−7, 5) i утворює з
вiссю Oz гострий кут. Знаючи, що |~x| = 50, знайти його координати.

9. Знайти |~a +~b| i |~a−~b|, якщо ~a = (3;−5; 8) i ~b = (−1; 1;−4).
10. Знайти орт вектора ~a = (6;−2;−3).
11. Вектори ~a i ~b утворюють кут ϕ = 600, причому |~a| = 5 i

|~b| = 8. Знайти |~a +~b| i |~a−~b|.
12. Обчислити модуль вектора −→a = −→

i +2−→j +−→k − 1
5 (4−→i +8−→j +

3−→k ) i знайти його напрямнi косинуси.
13. Дано точки M1(2; 4;−2) i M2(−2; 4; 2). На прямiй M1M2 знай-

ти точку M , що дiлить вiдрiзок M1M2 у вiдношеннi λ = 3.
14. Дано вектор −→a = 4−→i − 2−→j + 3−→k . Знайти вектор −→b , якщо

|−→b | = |−→a |, прOx
−→
b = 0, прOy

−→
b = прOy

−→a .
15. Знайти проекцiю вектора −→a на осi координат, якщо −→a =−−→

AB +−−→
CD, де A(0; 0; 1), B(3; 2; 1), C(4; 6; 5) i D(1; 6; 3).

16. Дано координати середин сторiн трикутника K(7; 8),
M(−4; 5), N(1; 4). Визначити координати вершин трикутника.

17. Вершини трикутника знаходяться в точках A(3;−5),
B(−3; 3), C(−1;−2). Визначити довжину бiсектриси його внутрiш-
нього кута, проведеної з вершини A.

18. Знайти координати точки перетину медiан трикутника, якщо
його вершинами є точки A(7; 4), B(−1; 8), C(−12;−1).
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Вiдповiдi

1. −−→AB = (−4; 3;−1), −−→BA = (4;−3; 1). 2. (6; 3; 0). 3. |~a−~b| = 22.
4. α = 2, β = −4. 5. Вектор −−→

AB у два рази довший за век-
тор −−→

CD, вони напрямленi в один бiк. 6. (−1; 2; 3). 7. ~a = 2~b + ~c,
~b =

1
2
~a − 1

2
~c, ~c = ~a − 2~b. 8. ~x = (−24; 32; 30). 9. |~a +~b| = 6,

|~a − ~b| = 14. 10. ~a0 =
(

6
7
;−2

7
;−3

7

)
. 11. |~a + ~b| =

√
129, |~a − ~b| =

7. 12. |−→a | =
3
5
, cos α =

1
3
, cos β = cos γ =

2
3
. 13. M(−1; 4; 1).

14. −→b = −2−→j + 5−→k або −→b = −2−→i − 5−→k . 15. прOx
−→a = 0, прOy

−→a =

2, прOz
−→a = −2. 16. A(2; 17), B(12;−1), C(−10;−7). 17.

14
√

2
3

.
18. M(−2; 1).
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§2. Скалярний, векторний i мiшаний добутки

2.1. Скалярний добуток двох векторiв. Косинус кута
мiж двома векторами. Скалярним добутком векторiв
−→a i −→b називається число, яке дорiвнює добутку довжин цих
векторiв на косинус кута ϕ мiж ними. Позначається скалярний
добуток символом −→a −→b або −→a · −→b , або (−→a ,

−→
b ). Тому

−→a −→b = |−→a ||−→b | cosϕ. (17)

Оскiльки |−→b | cosϕ = пр−→a
−→
b , |−→a | cosϕ = пр−→

b
−→a , то з рiвностi

(17) випливає, що

−→a −→b = |−→a |пр−→a
−→
b або −→a −→b = |−→b |пр−→

b
−→a .

Звiдси знаходимо, що

пр−→a
−→
b =

−→a −→b
|−→a | , а пр−→

b
−→a =

−→a −→b
|−→b |

.

Скалярний добуток двох векторiв має властивостi:
1) −→a −→b = −→

b −→a ;
2) λ(−→a −→b ) = (λ−→a )−→b = −→a (λ−→b );
3) (−→a +−→

b )−→c = −→a −→c +−→
b −→c ;

4) якщо скалярний добуток двох векторiв дорiвнює нулю,
то дорiвнює нулю або один iз цих векторiв, або косинус кута
мiж ними, тобто вектори ортогональнi. Навпаки, якщо нену-
льовi вектори −→a ⊥−→b , то cosϕ = 0, i, отже, скалярний добуток
векторiв дорiвнює нулю. Тому два ненульовi вектори перпен-
дикулярнi тодi й тiльки тодi, коли їхнiй скалярний добуток
дорiвнює нулю.

Очевидно, що

−→a −→a = |−→a ||−→a | cos 0 = |−→a ||−→a | = |−→a |2,

тобто
−→a 2 = |−→a |2. (18)
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Приклад 1. Дано вектор −→c = 2−→a + 3−→b , причому |−→a | = 4,
|−→b | = 5. Кут ϕ мiж векторами −→a i −→b дорiвнює 600. Знайти модуль
вектора −→c .

J Скориставшись рiвнiстю (18), дiстанемо

|−→c | =
√−→c 2 =

√
(2−→a + 3−→b )2 =

√
4−→a 2 + 12−→a −→b + 9−→b 2

.

Маємо, що

−→a 2 = |−→a |2 = 42 = 16,
−→
b

2
= |−→b |2 = 52 = 25,

i
−→a −→b = |−→a ||−→b | cosϕ = 4 · 5 · cos 600 = 4 · 5 · 1

2
= 10.

Тому
|−→c | = √

4 · 16 + 12 · 10 + 9 · 25 =
√

409. I
Запишемо скалярний добуток векторiв через їхнi координа-

ти.
Нехай −→a = (x1; y1; z1),

−→
b = (x2; y2; z2) або −→a = x1

~i + y1
~j +

z1
~k,

−→
b = x2

~i + y2
~j + z2

~k. Тодi

−→a −→b = (x1
~i + y1

~j + z1
~k)(x2

~i + y2
~j + z2

~k) = x1x2
~i~i + x1y2

~i~j+

+x1z2
~i~k+y1x2

~j~i+y1y2
~j~j+y1z2

~j ~k+z1x2
~k~i+z1y2

~k~j+z1z2
~k~k.

Оскiльки ~i~i = |~i|2 = 1, ~j~j = |~j|2 = 1, ~k~k = |~k|2 = 1, ~i~j =
~j~i = 1 · 1 cos π

2 = 0, ~i~k = ~k~i = 1 · 1 cos π
2 = 0, ~j ~k = ~k~j =

1 · 1 cos π
2 = 0, то

−→a −→b = x1x2 + y1y2 + z1z2. (19)

Якщо скористатися (19), то отримаємо, що вектори −→a i −→b
ортогональнi тодi й тiльки тодi, коли

x1x2 + y1y2 + z1z2 = 0. (20)

Приклад 2. При якому значеннi m вектори −→a = (2; 3;−1) i−→
b = (1;−5;m) перпендикулярнi?

J З умови (20) випливає, що

2 · 1 + 3(−5) + (−1)m = 0,
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звiдки одержуємо, що m = −13.
Отже, вектори −→a i −→b перпендикулярнi, коли m = −13. I
З формули (17) дiстаємо, що у випадку ненульових векторiв

−→a i −→b
cosϕ =

−→a −→b
|−→a ||−→b |

.

Якщо скористатися формулою (19), то звiдси знаходимо, що

cosϕ =
x1x2 + y1y2 + z1z2√

x2
1 + y2

1 + z2
1

√
x2

2 + y2
2 + z2

2

. (21)

Приклад 3. Обчислити косинус кута мiж векторами −→a =
(3; 1;−1) i −→b = (2; 2; 1).

J Згiдно з формулою (21)

cosϕ =
3 · 2 + 1 · 2 + (−1) · 1√

32 + 12 + (−1)2
√

22 + 22 + 12
=

7
3
√

11
≈ 0, 703. I

2.2. Векторний добуток. У пунктi 2.1 вивчено скаляр-
ний добуток двох векторiв, тобто добуток векторiв результа-
том якого є число. Тут ми розглянемо такий добуток векторiв,
коли результатом є вектор.

Три вектори −→a , −→b , −→c в просторi R3 називатимемо впоряд-
кованою трiйкою або просто трiйкою, якщо вказано, який з
цих векторiв є першим, який – другим i який – третiм. Напри-
клад, запис (−→a ,

−→
b ,−→c ) означає, що першим елементом трiйки

є −→a , другим – −→b , а третiм – −→c .
Нагадаємо, що три вектори −→a , −→b , −→c називаються компла-

нарними, якщо вони лежать в однiй площинi. Впорядкована
трiйка некомпланарних векторiв (−→a ,

−→
b ,−→c ) називається пра-

вою (лiвою), якщо знаходячись всерединi тригранного кута,
що утворений цими векторами, зведеними до спiльного почат-
ку, ми бачимо поворот на найменший кут вiд −→a до −→b i вiд −→b
до −→c , що здiйснюється проти стрiлки годинника (за стрiлкою
годинника). На рис. 1 зображено праву трiйку (−→a ,

−→
b ,−→c ), а на

рис. 2 – лiву трiйку (−→a ,
−→
b ,−→c ). Вiдзначимо, що коли вектори
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−→a , −→b , −→c є компланарними, то для них втрачає змiст поняття
правої й лiвої трiйок.

z

*

6

Рис. 1
z

*

6

Рис. 2−→a

−→
b

−→c −→a

−→
b

−→c

Якщо двi трiйки векторiв є правими або лiвими, то їх нази-
ватимемо однаково орiєнтованими. В iншому випадку нази-
ватимемо цi трiйки протилежно орiєнтованими. Очевидно,
що з трьох заданих векторiв −→a , −→b , −→c можна утворити шiсть
упорядкованих трiйок:

(−→a ,
−→
b ,−→c ), (−→b ,−→c ,−→a ), (−→c ,−→a ,

−→
b ); (22)

(−→b ,−→a ,−→c ), (−→a ,−→c ,
−→
b ), (−→c ,

−→
b ,−→a ). (23)

Усi трiйки (22) мають ту саму орiєнтацiю, що трiйка (−→a ,
−→
b ,−→c ),

а всi трiйки (23) – орiєнтацiю, яка є протилежною до трiйки
(−→a ,

−→
b ,−→c ).

Декартова прямокутна система координат називається
правою (лiвою), якщо три її базиснi вектори (−→i ,

−→
j ,
−→
k ) утво-

рюють праву (лiву) трiйку. На рис. 3 зображено праву систему
координат, а на рис. 4 – лiву систему координат.

--

6

6

¼
¼

y

z

x

−→
i

−→
j

−→
k

Рис. 3

--

6

6

¼
¼

x

z

y

−→
j

−→
i

−→
k

Рис. 4

OO

Надалi ми розглядатимемо лише правi системи координат.
Векторним добутком вектора −→a на вектор −→b називаєть-

ся вектор −→c = [−→a ,
−→
b ], який задовольняє умови:
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1) довжина вектора −→c дорiвнює добутку довжин векторiв
−→a i −→b на синус кута α мiж ними, тобто

|−→c | = |−→a | |−→b | sinα; (24)

2) вектор −→c перпендикулярний до кожного з векторiв −→a i−→
b ;

3) напрямок вектора −→c такий, що трiйка векторiв
(−→a ,

−→
b ,−→c ) є правою (рис. 5).

6

*

q

Iα

−→a

−→
b

−→c

Рис. 5
-

6

6 µ−→e

−→c

−→a

−→
b

S

Рис. 6

Поняття векторного добутку виникло в механiцi. Якщо −→b
– сила, що прикладена в точцi M , а вектор −→a = −−→

OM , то вектор
−→c = [−→a ,

−→
b ] є моментом сили −→b вiдносно точки O.

З умови 1) означення векторного добутку випливає, що для
колiнеарних векторiв −→a i −→b їхнiй векторний добуток дорiвнює
нулю, бо α = 0, а отже, sinα = 0. Навпаки, якщо [−→a ,

−→
b ] = −→0

i принаймнi один з векторiв −→a i −→b є нульовим, то цi вектори
колiнеарнi, оскiльки нульовий вектор має невизначений напря-
мок i тому його можна вважати колiнеарним до будь-якого век-
тора. Якщо ж обидва вектори −→a i −→b ненульовi, тобто |−→a | > 0 i
|−→b | > 0, то з формули (24) випливає, що sinα = 0, а це означає,
що вектори −→a i −→b колiнеарнi. Отже, необхiдною i достатньою
умовою колiнеарности двох векторiв є рiвнiсть нулю їхнього
векторного добутку.

З формули (24) випливає, що довжина (модуль) векторного
добутку [−→a ,

−→
b ] дорiвнює площi S паралелограма, побудованого

на векторах −→a i −→b , якi зведенi до спiльного початку. Тому,
якщо −→e – орт векторного добутку −→c = [−→a ,

−→
b ], то (рис. 6)

−→c ≡ [−→a ,
−→
b ] = S−→e .

Розглянемо основнi властивостi векторного добутку.
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1). При перестановцi множникiв векторний добуток змi-
нює свiй знак, зберiгаючи модуль, тобто

[−→a ,
−→
b ] = −[−→b ,−→a ].

J З означення векторного добутку випливає, що вектори
[−→a ,

−→
b ] i [−→b ,−→a ] мають однаковi модулi, колiнеарнi, але напрям-

ленi в протилежнi боки. Тому вектори [−→a ,
−→
b ] i [−→b ,−→a ] є проти-

лежними i, отже, [−→a ,
−→
b ] = −[−→b ,−→a ]. I

2). Векторний добуток має сполучну властивiсть вiдносно
скалярного множника, тобто

[α−→a ,
−→
b ] = α[−→a ,

−→
b ], α ∈ R.

3). Для векторного добутку правильна розподiльча вла-
стивiсть, тобто

[−→a +−→
b ,−→c ] = [−→a ,−→c ] + [−→b ,−→c ].

Доведення властивостей 2) i 3) не будемо наводити, бо воно
складнiше.

4). [−→a ,−→a ] = −→0 .
Ця властивiсть випливає безпосередньо з формули (24).
З цих властивостей легко одержуються такi два наслiдки.
Наслiдок 1. Для довiльних векторiв −→a i −→b та числа

α ∈ R правильна рiвнiсть

[−→a , α
−→
b ] = α[−→a ,

−→
b ]. (25)

J З властивостей 1) i 2) випливає, що

[−→a , α
−→
b ] = −[α−→b ,−→a ] = −α[−→b ,−→a ] = α[−→a ,

−→
b ]. I

Наслiдок 2. Для довiльних векторiв −→a , −→b i −→c правильна
рiвнiсть

[−→a ,
−→
b +−→c ] = [−→a ,

−→
b ] + [−→a ,−→c ]. (26)

J Згiдно з властивостями 1) – 3) маємо

[−→a ,
−→
b +−→c ] = −[−→b +−→c ,−→a ] = −[−→b ,−→a ]−[−→c ,−→a ] = [−→a ,

−→
b ]+[−→a ,−→c ]. I
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Приклад 4. Знайти [(2−→a + 3−→b ), (−→a − 2−→b )].
J Маємо

[(2−→a + 3−→b ), (−→a − 2−→b )] = [2−→a ,−→a ] + [3−→b ,−→a ]− [2−→a , 2−→b ]− [3−→b , 2−→b ] =

= −3[−→a ,
−→
b ]− 4[−→a ,

−→
b ] = −7[−→a ,

−→
b ],

оскiльки [−→a ,−→a ] = 0, [−→b ,
−→
b ] = 0, [−→a ,

−→
b ] = −[−→b ,−→a ]. I

Нехай задано два вектори

−→a = x1
−→
i + y1

−→
j + z1

−→
k ,

−→
b = x2

−→
i + y2

−→
j + z2

−→
k .

Знайдемо вираз векторного добутку [−→a ,
−→
b ] через координа-

ти x1, y1, z1 i x2, y2, z2. Спочатку знайдемо всi парнi векторнi
добутки одиничних векторiв −→i , −→j , −→k . Оскiльки векторний до-
буток колiнеарних векторiв дорiвнює нульовому вектору, то

[−→i ,
−→
i ] = [−→j ,

−→
j ] = [−→k ,

−→
k ] = −→0 . (27)

Розглянемо тепер, наприклад, добуток [−→i ,
−→
j ]. Знайдемо

його модуль
|[−→i ,

−→
j ]| = |−→i | |−→j | sin π

2
= 1.

Вектор [−→i ,
−→
j ] розмiщений на прямiй, перпендикулярнiй до

площини векторiв −→i та −→j , тобто на осi Oz. Цей вектор напрям-
лений у бiк додатного напрямку осi Oz, оскiльки при цьому
поворот вiд −→i до −→j вздовж найкоротшого шляху видно з кiн-
ця вектора [−→i ,

−→
j ] здiйснюваний проти годинникової стрiлки

(рис. 3). Звiдси випливає, що цей вектор збiгається з вектором−→
k , тобто

[−→i ,
−→
j ] = −→

k . (28)

Очевидно, що
[−→j ,

−→
i ] = −−→k . (29)

За допомогою аналогiчних мiркувань переконуємося, що

[−→j ,
−→
k ] = −→

i , [−→k ,
−→
j ] = −−→i , [−→k ,

−→
i ] = −→

j , [−→i ,
−→
k ] = −−→j .

(30)
Розглянемо тепер добуток [−→a ,

−→
b ].
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Використовуючи властивостi векторного добутку i рiвностi
(27) – (30), дiстанемо

[−→a ,
−→
b ] = [(x1

−→
i + y1

−→
j + z1

−→
k ), (x2

−→
i + y2

−→
j + z2

−→
k )] =

= x1x2[
−→
i ,
−→
i ] + y1x2[

−→
j ,
−→
i ] + z1x2[

−→
k ,
−→
i ] + x1y2[

−→
i ,
−→
j ]+

+y1y2[
−→
j ,
−→
j ] + z1y2[

−→
k ,
−→
j ] + x1z2[

−→
i ,
−→
k ] + y1z2[

−→
j ,
−→
k ]+

+z1z2[
−→
k ,
−→
k ] = y1x2(−−→k ) + z1x2

−→
j + x1y2

−→
k + z1y2(−−→i )+

+x1z2(−−→j )+y1z2
−→
i = (y1z2−z1y2)

−→
i −(x1z2−z1x2)

−→
j +(x1y2−y1x2)

−→
k .

Рiзницi, якi стоять в дужках, є визначниками другого по-
рядку. Тому

[−→a ,
−→
b ] =

∣∣∣∣
y1 z1

y2 z2

∣∣∣∣
−→
i −

∣∣∣∣
x1 z1

x2 z2

∣∣∣∣
−→
j +

∣∣∣∣
x1 y1

x2 y2

∣∣∣∣
−→
k .

Одержаний вираз, згiдно з властивiстю про розклад визнач-
ника третього порядку за елементами першого рядка, можна
остаточно записати у виглядi

[−→a ,
−→
b ] =

∣∣∣∣∣∣

−→
i

−→
j

−→
k

x1 y1 z1

x2 y2 z2

∣∣∣∣∣∣
. (31)

Приклад 5. Обчислити |[−→a ,
−→
b ]|, якщо |−→a | = 10, |−→b | = 2 i

−→a −→b = 12.
J Скористаємося формулою −→a −→b = |−→a | |−→b | cosα, де α – кут мiж

векторами −→a i −→b . Тодi

cosα =
−→a −→b
|−→a | |−→b |

=
12
20

=
3
5
,

а тому sin α =
√

1− cos2 α =

√
1− 9

25
=

4
5
. Згiдно формулою (24)

маємо
|[−→a ,

−→
b ]| = 10 · 2 · 4

5
= 16. I

Приклад 6. Вектори −→a i −→b перпендикулярнi. Знайти |[−→a +−→
b ,−→a −−→b ]|, якщо |−→a | = 3 i |−→b | = 4.
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J Згiдно з властивостями векторного добутку маємо

[−→a +−→
b ,−→a −−→b ] = [−→a ,−→a ]− [−→a ,

−→
b ] + [−→b ,−→a ]− [−→b ,

−→
b ] = −2[−→a ,

−→
b ].

Тому
|[−→a +−→

b ,−→a −−→b ]| = | − 2[−→a ,
−→
b ]| = 2|[−→a ,

−→
b ]| =

= 2|−→a | |−→b | · sin 90◦ = 2 · 3 · 4 = 24. I

Приклад 7. Довести, що вектори −→a = [−→p ,−→n ], −→b = [−→q ,−→n ] i
−→c = [−→r ,−→n ] компланарнi для будь-яких векторiв −→p , −→q , −→r , −→n .

J 1). Якщо −→n = −→0 , то згiдно з означенням векторного добутку
−→a = −→

b = −→c = −→0 , а тому вектори −→a , −→b i −→c є компланарними.
2). Якщо ж −→n 6= −→0 , то зведемо всi вектори до спiльного початку

O. Вектори −→a , −→b , −→c перпендикулярнi до вектора −→n , що випливає
з умови 2) означення векторного добутку. Тому вони лежать в пло-
щинi, яка проходить через точку O, перпендикулярно до вектора −→n .
Отже, вектори −→a , −→b i −→c компланарнi й в цьому випадку. I

Приклад 8. Знайти координати векторного добутку [2−→a +−→
b ,
−→
b ], якщо −→a = (3;−1;−2), −→b = (1; 2;−1).
J Знайдемо спочатку координати вектора 2−→a +−→

b . Маємо

2−→a +−→
b = 2(3;−1;−2) + (1; 2;−1) = (7; 0;−5).

Тодi

[2−→a +−→
b ,
−→
b ] =

∣∣∣∣∣∣

−→
i

−→
j

−→
k

7 0 −5
1 2 −1

∣∣∣∣∣∣
= −→

i

∣∣∣∣
0 −5
2 −1

∣∣∣∣−

−−→j
∣∣∣∣

7 −5
1 −1

∣∣∣∣ +−→
k

∣∣∣∣
7 0
1 2

∣∣∣∣ = 10−→i + 2−→j + 14−→k

або
[2−→a +−→

b ,
−→
b ] = (10; 2; 14). I

Приклад 9. Вектор −→c , перпендикулярний до векторiв −→a =
(4;−2;−3) i −→b = (0; 1; 3), утворює з вiссю Oy тупий кут. Знайти
координати вектора −→c , якщо |−→c | = 26.

J Оскiльки вектор −→c перпендикулярний до векторiв −→a i −→b , то
вiн перпендикулярний i до площини, утвореної цими векторами.
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Векторний добуток [−→a ,
−→
b ], згiдно з означенням, так само перпен-

дикулярний до цiєї площини, а тому вектори −→c i [−→a ,
−→
b ] колiнеарнi,

тобто −→c = λ[−→a ,
−→
b ], де λ – деякий коефiцiєнт.

Очевидно, що

[−→a ,
−→
b ] =

∣∣∣∣∣∣

−→
i

−→
j

−→
k

4 −2 −3
0 1 3

∣∣∣∣∣∣
= −3−→i − 12−→j + 4−→k ,

а тому
|[−→a ,

−→
b ]| =

√
(−3)2 + (−12)2 + 42 = 13.

З рiвностi −→c = λ[−→a ,
−→
b ] випливає, що |−→c | = |λ| |[−→a ,

−→
b ]|, тобто

26 = |λ| · 13 або |λ| = 2. Отже, λ1 = 2, а λ2 = −2. Тому маємо два
вектори −→c 1 = 2(−3;−12; 4) = (−6;−24; 8) i −→c 2 = −2(−3;−12; 4) =
(6; 24;−8). Згiдно з умовою вектор −→c утворює з вiссю Oy тупий кут,
а тому −→c −→j < 0. Оскiльки −→c 1

−→
j = −6 · 0− 24 · 1 + 8 · 0 = −24 < 0, то

шуканим вектором є −→c = −→c 1 = (−6;−24; 8). I
Приклад 10. Вершини трикутника знаходяться в точках

A(1;−1; 2), B(5;−6; 2) i C(1; 3;−1). Знайти довжину висоти, опуще-
ної з вершини B на сторону AC.

J Розглянемо вектори −−→
AB = (4;−5; 0) i −→AC = (0; 4;−3). Їхнiй

векторний добуток

[−−→AB,
−→
AC] =

∣∣∣∣∣∣

−→
i

−→
j

−→
k

4 −5 0
0 4 −3

∣∣∣∣∣∣
= 15−→i + 12−→j + 16−→k .

Оскiльки модуль векторного добутку дорiвнює площi паралело-
грама, побудованого на векторах −−→AB i −→AC, то площа трикутника

ABC S4ABC =
1
2
|[−−→AB,

−→
AC]| =

1
2

√
152 + 122 + 162 =

25
2
. З iншого

боку, S4ABC =
1
2
|−−→BD| |−→AC|, а тому

|−−→BD| = 2S∆ABC

|−→AC| =
2 · 25

2√
02 + 42 + (−3)2

=
25
5

= 5.

Отже, висота дорiвнює 5. I
Приклад 11. Сила −→

F = (3; 2;−4) прикладена до точки
M(2;−1; 1). Знайти момент цiєї сили вiдносно початку координат
O(0; 0; 0).
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J Вiдомо, що моментом сили −→F вiдносно початку координат є
векторний добуток

[−−→OM,
−→
F ] =

∣∣∣∣∣∣

−→
i

−→
j

−→
k

2 −1 1
3 2 −4

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣
−1 1
2 −4

∣∣∣∣
−→
i −−→j

∣∣∣∣
2 1
3 −4

∣∣∣∣ +

+−→k
∣∣∣∣

2 −1
3 2

∣∣∣∣ = 2−→i + 11−→j + 7−→k . I

2.3. Мiшаний добуток трьох векторiв. Нехай зада-
но впорядковану трiйку векторiв (−→a ,

−→
b ,−→c ). Знайдемо спо-

чатку векторний добуток [−→a ,
−→
b ], а потiм скалярний добуток

цього вектора на вектор −→c , тобто [−→a ,
−→
b ]−→c . Одержане число

[−→a ,
−→
b ]−→c називається мiшаним добутком векторiв −→a , −→b i −→c .
Розглянемо геометричний змiст мiшаного добутку векторiв.
Теорема. Мiшаний добуток [−→a ,

−→
b ]−→c дорiвнює об’єму па-

ралелепiпеда, побудованого на зведених до спiльного початку
векторах −→a , −→b , −→c , взятому iз знаком плюс, якщо трiйка
(−→a ,

−→
b ,−→c ) права, i зi знаком мiнус, якщо трiйка (−→a ,

−→
b ,−→c )

лiва. Якщо ж вектори −→a , −→b i −→c компланарнi, то [−→a ,
−→
b ]−→c

дорiвнює нулю.
J Якщо вектори −→a i −→b колiнеарнi, то в цьому випадку

вектори −→a , −→b i −→c компланарнi, оскiльки серед трьох неком-
планарних векторiв не можу бути двох колiнеарних векторiв.
Для двох колiнеарних векторiв −→a i −→b векторний добуток
[−→a ,

−→
b ] = 0, тому i мiшаний добуток [−→a ,

−→
b ]−→c дорiвнює нулю.

Залишилося розглянути випадок, коли вектори −→a i −→b не
колiнеарнi. Позначимо через S площу паралелограма, побудо-
ваного на зведених до спiльного початку векторах −→a i −→b , а
через −→e – орт векторного добутку [−→a ,

−→
b ].

У попередньому пунктi доведена формула [−→a ,
−→
b ] = S−→e .

За допомогою цiєї формули i властивостi скалярного добутку
одержуємо, що

[−→a ,
−→
b ]−→c = (S−→e )−→c = S(−→e −→c ) = S|−→e |пр−→e −→c = Sпр−→e −→c . (32)
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Спочатку припустимо, що вектори −→a ,
−→
b i −→c не компла-

нарнi. Тодi пр−→e −→c з точнiстю до знака дорiвнює висотi h па-
ралелепiпеда, побудованого на зведених до спiльного початку
векторах −→a , −→b i −→c , за умови, що основою є паралелограм,
побудований на векторах −→a i −→b (рис. 7).

-

6

6
*

¸
−→e

−→c

−→a
−→
b

Рис. 7





h

Отже, з точнiстю до зна-
ка, права частина (32) дорiв-
нює об’єму V , побудованого
на векторах −→a , −→b i −→c пара-
лелепiпеда. Залишилося ви-
яснити знак.

Очевидно, що пр−→e −→c = +h, якщо вектори −→e i −→c лежать
по один бiк вiд площини, яка визначається векторами −→a i −→b ,
i пр−→e −→c = −h, якщо вектори −→e i −→c лежать по рiзнi боки вiд
вказаної площини. Це означає, що пр−→e −→c = +h, якщо трiйки
(−→a ,

−→
b ,−→c ) i (−→a ,

−→
b ,−→e ) однаково орiєнтованi, i пр−→e −→c = −h,

якщо вказанi трiйки протилежної орiєнтацiї. Оскiльки трiйка
(−→a ,

−→
b ,−→c ) є правою, то

пр−→e −→c =

{
+h, якщо (−→a ,

−→
b ,−→c ) – права трiйка,

−h, якщо (−→a ,
−→
b ,−→c ) – лiва трiйка.

Якщо пiдставити це значення пр−→e −→c у праву частину рiв-
ностi (32), то дiстанемо,

[−→a ,
−→
b ]−→c = ±Sh або [−→a ,

−→
b ]−→c = ±V,

що й треба було довести.
Якщо ж вектори −→a , −→b i −→c компланарнi, то вектор −→c ле-

жить в площинi, що визначається векторами−→a i−→b . Звiдси вип-
ливає, що пр−→e −→c = 0, i згiдно з формулою (32) [−→a ,

−→
b ]−→c = 0.

Отже, теорема доведена. I.
Наслiдок 1. Для мiшаного добутку правильна рiвнiсть

[−→a ,
−→
b ]−→c = −→a [−→b ,−→c ].

J З переставної властивостi скалярного добутку випливає,
що −→a [−→b ,−→c ] = [−→b ,−→c ]−→a . Тому досить довести правильнiсть
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рiвностi [−→a ,
−→
b ]−→c = [−→b ,−→c ]−→a . З точнiстю до знака ця рiвнiсть

має мiсце, оскiльки з точнiстю до знака кожна частина цiєї
рiвностi дорiвнює об’єму паралелепiпеда, побудованого на век-
торах −→a ,

−→
b i −→c , якi зведенi до спiльного початку. Знаки обох

частин цiєї рiвностi так само однаковi, бо трiйки (−→a ,
−→
b ,−→c ) i

(−→b ,−→c ,−→a ) мають однакову орiєнтацiю (див. (22)). Проведенi
вище мiркування правильнi, коли вектори −→a , −→b , −→c некомпла-
нарнi. У випадку компланарностi цих векторiв [−→a ,

−→
b ]−→c = 0 i

−→a [−→b ,−→c ] = 0, а тому [−→a ,
−→
b ]−→c = −→a [−→b ,−→c ]. I

Доведена рiвнiсть [−→a ,
−→
b ]−→c = −→a [−→b ,−→c ] дозволяє записува-

ти мiшаний добуток трьох векторiв −→a , −→b i −→c просто у виглядi
−→a −→b −→c , не вказуючи при цьому, якi саме два вектори перемно-
жуються векторно, тобто

−→a −→b −→c = [−→a ,
−→
b ]−→c = −→a [−→b ,−→c ].

Наслiдок 2. Вектори −→a , −→b i −→c компланарнi тодi й тiль-
ки тодi, коли їхнiй мiшаний добуток −→a −→b −→c = 0.

J Справдi, якщо вектори −→a , −→b i −→c компланарнi, то згiдно
з теоремою −→a −→b −→c = 0.

Якщо ж мiшаний добуток −→a −→b −→c = 0, а вектори не компла-
нарнi, то одержимо суперечнiсть. Це випливає з того, що згiдно
з теоремою −→a −→b −→c дорiвнює з точнiстю до знака об’єму парале-
лепiпеда, побудованого на цих векторах, тобто −→a −→b −→c = ±V 6=
0. Звiдси випливає, що вектори −→a , −→b i −→c компланарнi. I

Знайдемо вираз для мiшаного добутку через координати
векторiв, що перемножуються. Нехай −→a = (x1; y1; z1),

−→
b =

(x2; y2; z2) i −→c = (x3; y3; z3). Тодi, згiдно з формулою (31), має-
мо

[−→a ,
−→
b ] =

∣∣∣∣∣∣

−→
i

−→
j

−→
k

x1 y1 z1

x2 y2 z2

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣
y1 z1

y2 z2

∣∣∣∣
−→
i −

∣∣∣∣
x1 z1

x2 z2

∣∣∣∣
−→
j +

+
∣∣∣∣

x1 y1

x2 y2

∣∣∣∣
−→
k .
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Оскiльки −→c = x3
−→
i +y3

−→
j + z3

−→
k , то скориставшись форму-

лою (19) для скалярного добутку, одержимо

−→a −→b −→c = [−→a ,
−→
b ]−→c =

∣∣∣∣
y1 z1

y2 z2

∣∣∣∣ x3−
∣∣∣∣

x1 z1

x2 z2

∣∣∣∣ y3 +
∣∣∣∣

x1 y1

x2 y2

∣∣∣∣ z3.

Легко бачити, що отриманий вираз є розкладом визначника∣∣∣∣∣∣

x1 y1 z1

x2 y2 z2

x3 y3 z3

∣∣∣∣∣∣
за елементами третього рядка. Отже,

−→a −→b −→c =

∣∣∣∣∣∣

x1 y1 z1

x2 y2 z2

x3 y3 z3

∣∣∣∣∣∣
. (33)

Якщо скористатися формулою (33), то наслiдок 2 можна
сформулювати так: вектори −→a = (x1; y1; z1),

−→
b = (x2; y2; z2) i

−→c = (x3; y3; z3) компланарнi тодi й тiльки тодi, коли
∣∣∣∣∣∣

x1 y1 z1

x2 y2 z2

x3 y3 z3

∣∣∣∣∣∣
= 0. (34)

Приклад 12. Визначити орiєнтацiю трiйки векторiв
(−→a ,

−→
b ,−→c ), якщо −→a = −→

i +−→
j , −→b = −→

i −−→j , −→c = −→
k .

J Згiдно з теоремою, якщо мiшаний добуток −→a −→b −→c > 0, то трiй-
ка (−→a ,

−→
b ,−→c ) є правою, а коли −→a −→b −→c < 0, то – лiвою. Якщо ж

−→a −→b −→c = 0, то вектори −→a , −→b i −→c компланарнi, а тому для них вiд-
сутнє поняття орiєнтацiї трiйки (−→a ,

−→
b ,−→c ). Тому обчислимо мiшаний

добуток −→a −→b −→c .
Подамо вектори −→a ,

−→
b i −→c за допомогою їхнiх координат:

−→a = −→
i +−→

j = (1; 0; 0) + (0; 1; 0) = (1; 1; 0),

−→
b = −→

i −−→j = (1; 0; 0)− (0; 1; 0) = (1;−1; 0),
−→c = −→

k = (0; 0; 1).

Згiдно з формулою (33)

−→a −→b −→c =

∣∣∣∣∣∣

1 1 0
1 −1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
= 1 · (−1)3+1

∣∣∣∣
1 1
1 −1

∣∣∣∣ = −2 < 0.
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Звiдси випливає, що трiйка (−→a ,
−→
b ,−→c ) є лiвою. I

Приклад 13. Вектор −→c перпендикулярний до векторiв −→a i−→
b , кут мiж якими дорiвнює 30◦. Обчислити −→a −→b −→c , якщо |−→a | = 6,
|−→b | = 3 i |−→c | = 3.

J Згiдно з геометричним змiстом мiшаного добутку −→a −→b −→c =
±V , де V – об’єм паралелепiпеда, побудованого на векторах −→a , −→b i
−→c , зведених до спiльного початку. Знайдемо об’єм V , вважаючи, що
основою паралелепiпеда є паралелограм, побудований на векторах
−→a i −→b . Тодi вектор −→c перпендикулярний до площини цього парале-
лограма, бо −→c ⊥ −→a i −→c ⊥ −→

b , а тому |−→c | – висота паралелепiпеда.
Маємо, що площа S паралелограма дорiвнює

S = |−→a | |−→b | sin 30◦ = 6 · 3 · 1
2

= 9 (кв. од.).

Тодi
V = S|−→c | = 9 · 3 = 27 (куб. од.).

Отже, −→a −→b −→c = ±27, причому −→a −→b −→c = 27, якщо трiйка
(−→a ,

−→
b ,−→c ) права i −→a −→b −→c = −27, якщо ця трiйка лiва. I
Приклад 14. Довести, що чотири точки A(1; 2;−1), B(0; 1; 5),

C(−1; 2; 1) i D(2; 1; 3) лежать в однiй площинi.
J Точки A, B, C i D лежать в однiй площинi тодi й тiльки тодi,

коли вектори −−→AB = (−1;−1; 6), −→AC = (−2; 0; 2) i −−→AD = (1;−1; 4) ком-
планарнi. Умовою компланарностi є виконання рiвностi (34). Оскiль-
ки ∣∣∣∣∣∣

−1 −1 6
−2 0 2
1 −1 4

∣∣∣∣∣∣
= 0 + 12− 2− 0− 8− 2 = 0,

то ця умова виконується, а тому заданi чотири точки лежать в однiй
площинi. I

Приклад 15. Точки A(2; 3; 1), B(4; 1;−2), C(6; 3; 7) i D(−5;−4; 8)
є вершинами трикутної пiрамiди. Знайти довжину висоти цiєї пiра-
мiди, яка опущена з вершини D на основу.

J Розглянемо вектори −−→
AB = (2;−2;−3), −→AC = (4; 0; 6) i−−→

AD = (−7;−7; 7). Об’єм V паралелепiпеда, побудованого на цих
векторах, дорiвнює модулю їхнього мiшаного добутку, тобто V =
|[−−→AB,

−→
AC]−−→AD|. Оскiльки

[−−→AB,
−→
AC]−−→AD =

∣∣∣∣∣∣

2 −2 −3
4 0 6
−7 −7 7

∣∣∣∣∣∣
= 0 + 84 + 84− 0 + 54 + 84 = 308,
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то V = 308 (куб. од.).
Очевидно, що об’єм VABCD трикутної пiрамiди ABCD дорiвнює

1
6
V , а тому

VABCD =
1
6
· 308 =

154
3

(куб. од).

З iншого боку, якщо вважати трикутник ABC основою трикутної
пiрамiди ABCD, маємо

VABCD =
1
3
S4ABCH,

де H – висота пiрамiди, яка опущена з вершини D на її основу. Тому

H =
3VABCD

S4ABC
.

Площу S4ABC знайдемо за допомогою векторного добутку

S4ABC =
1
2
|[−−→AB,

−→
AC]|.

Оскiльки

[−−→AB,
−→
AC] =

∣∣∣∣∣∣

−→
i

−→
j

−→
k

2 −2 −3
4 0 6

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣
−2 −3
0 6

∣∣∣∣
−→
i −

∣∣∣∣
2 −3
4 6

∣∣∣∣
−→
j +

+
∣∣∣∣

2 −2
4 0

∣∣∣∣
−→
k = −12−→i − 24−→j + 8−→k ,

то |[−−→AB,
−→
AC]| =

√
(−12)2 + (−24)2 + 82 =

√
784 = 28.

Тодi

S4ABC =
1
2
· 28 = 14 (кв. од),

а тому шукана висота H =
154
14

= 11 (од.). I

Вправи

1. Для якого значення α вектори ~a = (α;−3; 2) i ~b = (1; 2;−α)
перпендикулярнi?

2. Дано точки A(−1; 3;−7), B(2;−1; 5) i C(0; 1;−5). Обчислити
(2−−→AB −−−→CB)(2−−→BC +−−→

BA).
3. Знайти кут мiж векторами ~a = (2; 3;−1) i ~b = (4; 5; 2).
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4. Вектори ~a i ~b утворюють кут ϕ =
π

6
. Знаючи, що |~a| =

√
3,

|~b| = 1, обчислити кут α мiж векторами ~p = ~a +~b i ~q = ~a−~b.
5. Знайти кут, який утворює вектор −−→

OM з вiссю Ox, знаючи
цилiндричнi координати r, ϕ i h точки M .

6. Дано вектори −→a = 3−→i − 6−→j − −→k , −→b = −→
i + 4−→j − 5−→k i −→c =

3−→i − 4−→j + 12−→k . Обчислити пр−→c (−→a +−→
b ).

7. Дано вершини трикутника A(3; 2;−3), B(5; 1;−1), C(1;−2; 1).
Знайти внутрiшнiй кут при вершинi A.

8. Знайти кут мiж дiагоналлями паралелограма, побудованого
на векторах −→a = (2; 1; 0), −→b = (0;−2; 1).

9. Нехай |−→a | = 1, |−→b | = 2 i кут мiж векторами
2π

3
. Обчислити:

1) |[−→a ,
−→
b ]|; 2) |[2−→a +−→

b ,−→a + 2−→b ]|; 3) |[−→a + 3−→b , 3−→a −−→b ]|.
10. Спростити вираз: 1) [−→i ,

−→
j +−→k ]−[−→j ,

−→
i +−→k ]+[−→k ,

−→
i +−→j +−→k ];

2) [−→a +−→b +−→c ,−→c ] + [−→a +−→b +−→c ,
−→
b ] + [−→b −−→c ,−→a ]; 3) [2−→a +−→b ,−→c −

−→a ] + [−→b +−→c ,−→a +−→
b ]; 4) 2−→i [−→j ,

−→
k ] + 3−→j [−→i ,

−→
k ] + 4−→k [−→i ,

−→
j ].

11. Нехай |−→a | = |−→b | = 5 i кут мiж векторами −→a i −→b дорiвнює
π

4
.

Обчислити площу трикутника, побудованого на векторах −→a − 2−→b i
3−→a + 2−→b .

12. Нехай |−→a | = 2, |−→b | = 5 i кут мiж векторами −→a i −→b дорiвнює
π

6
. Виразити за допомогою векторiв −→a i −→b одиничний вектор −→e ,

перпендикулярний до цих векторiв, i такий, що: 1) трiйка (−→a ,
−→
b ,−→e )

права; 2) трiйка (−→b ,−→e ,−→a ) лiва.
13. Вектори −→a i −→b утворюють кут α =

π

6
. Обчислити |[−→a ,

−→
b ]|,

якщо |−→a | = 6, |−→b | = 5.
14. Вiдомо, що |−→a | = 3, |−→b | = 26 i |[−→a ,

−→
b ]| = 72. Обчислити −→a −→b .

15. Вектори −→a i −→b перпендикулярнi. Знаючи, що |−→a | = 3, |−→b | =
4. Обчислити |[3−→a −−→b ,−→a − 2−→b ]|.

16. Вектори −→a i −→b утворюють кут α =
2π

3
. Знаючи, що |−→a | = 1,

|−→b | = 2, обчислити:
1) [−→a ,

−→
b ]2; 2) [2−→a +−→

b ,−→a + 2−→b ]2; 3) [−→a + 3−→b , 3−→a −−→b ]2.
17. Довести тотожнiсть [−→a ,

−→
b ]2 + (−→a −→b )2 = −→a 2−→b 2

.
18. Вектори −→a , −→b , −→c задовольняють умову −→a + −→

b + −→c = 0.
Довести, що [−→a ,

−→
b ] = [−→b ,−→c ] = [−→c ,−→a ].

19. Задано вектори −→a = (3;−1;−2), −→b = (1; 2;−1). Знайти ко-
ординати векторного добутку:

1) [−→a ,
−→
b ]; 2) [2−→a −−→b , 2−→a +−→

b ].
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20. Задано точки A(2;−1; 2), B(1; 2;−1) i C(3; 2; 1). Знайти коор-
динати векторного добутку:

1) [−−→AB,
−−→
BC]; 2) [−−→BC − 2−→CA,

−−→
CB].

21. Задано вектори −→a = (2;−3; 1), −→b = (−3; 1; 2) i −→c = (1; 2; 3).
Знайти координати вектора [−→a , [−→b ,−→c ]].

22. Обчислити синус кута, утвореного векторами −→a = (2;−2; 1)
i −→b = (2; 3; 6).

23. Точки A(1; 2; 0), B(3; 0;−3) i C(5; 2; 6) є вершинами трикут-
ника ABC. Знайти площу цього трикутника.

24. Вектор −→b , перпендикулярний до осi Oz i до вектора −→a =
(8;−15; 3), утворює гострий кут з вiссю Ox. Знайти координати век-
тора −→b , якщо |−→b | = 51.

25. Знайти вектор −→c , знаючи, що вiн перпендикулярний до век-
торiв −→a = (2;−3; 1), −→b = (1;−2; 3) i задовольняє умову −→c (−→i +2−→j −
7−→k ) = 10.

26. Задано вектори −→a = (2;−3; 1), −→b = (−3; 1; 2) i −→c = (1; 2; 3).
Обчислити [[−→a ,

−→
b ],−→c ] i [−→a , [−→b ,−→c ]].

27. Обчислити площу паралелограма, дiагоналями якого є век-
тори 2−→e 1−−→e 2 i 4−→e 1−5−→e 2, якщо −→e 1 i −→e 2 – одиничнi вектори i кут
мiж ними дорiвнює

π

4
.

28. Дано вектори −→a = (−1; 2; 0) та −→e 1 = (1; 0; 1) i −→e 2 = (1; 1; 1).
Розкласти вектор −→a = −→

b +−→c на такi вектори −→b i −→c , що −→b перпен-
дикулярний до площини векторiв −→e 1 та −→e 2, а вектор −→c лежить у
площинi цих векторiв.

29. Сила −→F = 2−→i − 4−→j + 5−→k прикладена до точки M0(4;−2; 3).
Знайти момент цiєї сили вiдносно точки A(3; 2;−1).

30. Сила −→F = (3; 4;−2) прикладена до точки M(2;−1;−2). Знай-
ти модуль i напрямнi косинуси момента цiєї сили вiдносно початку
координат.

31. Визначити, якою є трiйка (−→a ,
−→
b ,−→c ) (правою чи лiвою), як-

що: 1) −→a = −→
k , −→b = −→

i , −→c = −→
j ; 2) −→a = −→

i , −→b = −→
k , −→c = −→

j ; 3)
−→a = −→

j , −→b = −→
i , −→c = −→

k ; 4) −→a = −→
i +−→

j , −→b = −→
j , −→c = −→

k .
32. Обчислити мiшаний добуток −→a −→b −→c , якщо −→a = (1;−1; 3),−→

b = (−2; 2; 1) i −→c = (3;−2; 5). Як орiєнтованi трiйки: 1) (−→a ,
−→
b ,−→c );

2) (−→b ,−→a ,−→c ); 3) (−→a ,−→c ,
−→
b )?

33. Знайти −→a −→b −→c , якщо трiйка (−→a ,
−→
b ,−→c ) є правою, вектори

взаємно перпендикулярнi i |−→a | = 4, |−→b | = 2, |−→c | = 3.
34. Довести, що |−→a −→b −→c | ≤ |−→a | |−→b | |−→c |. У якому випадку мож-

ливий знак рiвностi?
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35. Довести тотожнiсть (−→a +−→
b )(−→b +−→c )(−→c +−→a ) = 2−→a −→b −→c .

36.Довести, що для довiльних векторiв−→a ,−→b i−→c вектори−→a −−→b ,−→
b −−→c i −→c −−→a компланарнi.

37. Визначити чи є компланарними вектори −→a , −→b i −→c , якщо:
1) −→a = (2; 3;−1), −→b = (1;−1; 3), −→c = (1; 9;−11); 2) −→a = (3;−2; 1),−→
b = (2; 1; 2), −→c = (3;−1;−2); 3) −→a = (2;−1; 2), −→b = (1; 2;−3),
−→c = (3;−4; 7)?

38. Обчислити об’єм трикутної пiрамiди, вершини якої знахо-
дяться в точках: 1) A(2;−1; 1), B(5; 5; 4), C(3; 2;−1) i D(4; 1; 3); 2)
A(2;−3; 5), B(0; 2; 1), C(−2;−2; 3) i D(3; 2; 4).

39. Обчислити об’єм трикутної пiрамiди OABC, якщо −→
OA =

3−→i + 4−→j , −−→OB = −3−→j +−→
k , −−→OC = 2−→j + 5−→k .

40. У трикутнiй пiрамiдi з вершинами у точках A(1; 1; 1),
B(2; 0; 2), C(2; 2; 2) i D(3; 4;−3) визначити довжину висоти, прове-
деної з вершини D.

Вiдповiдi

1. α = −6. 2. −524. 3. cosϕ =

√
7
10

, ϕ = arccos

√
7
10

. 4.

α = arccos
2
7
. 5. arccos

r cosϕ√
r2 + h2

. 6. −4. 7. ϕ = arccos
4
9
. 8. ϕ =

π

2
.

9. 1)
√

3; 2) 3
√

3; 3) 10
√

3. 10. 1) 2(−→k − −→i ); 2) 2[−→a ,−→c ]; 3) [−→a ,−→c ];

4) 3. 11. 50
√

2. 12. 1)
1
5
[−→a ,

−→
b ]; 2) −1

5
[−→a ,

−→
b ]. 13. 15. 14. ±30. 15. 60.

16. 1) 3; 2) 27; 3) 300. 19. 1) (5; 1; 7); 2) (20; 4; 28). 20. 1) (6;−4;−6);

2) (−12; 8; 12). 21. (10; 13; 19). 22. sin α =
5
√

17
21

. 23. 14 (кв. од). 24.

(45; 24; 0). 25. (7; 5; 1). 26. (−7; 14;−7); (10; 13; 19). 27.
3
2

√
2 (кв. од).

28. −→b =
(
− 1

2
; 0;

1
2

)
, −→c =

(
− 1

2
; 2;−1

2

)
. 29. (−4; 3; 4). 30. 15;

cos α =
2
3
, cos β =

2
15

, cos γ =
11
15

. 31. 1) Права; 2) лiва; 3) лiва;
4) права. 32. −7; 1) лiва; 2) права; 3) права. 33. 24. 34. У випадку,
коли вектори −→a , −→b , −→c взаємно перпендикулярнi. 37. 1) Компланар-
нi; 2) не компланарнi; 3) компланарнi. 38. 1) 3 (куб. од.); 2) 6 (куб.

од.). 39.
17
2

(куб. од.). 40. 3
√

2 (од.).
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§3. Поняття n-вимiрного евклiдового простору

У попереднiх пунктах було доведено, що вектор −→a у просторi
визначається трiйкою чисел – його координатами −→a = (x1; x2; x3), а
на площинi – двома числами −→a = (x1;x2). Тому у просторi вектор
називають тривимiрним, а на площинi – двовимiрним.

Поняття n-вимiрного вектора вводиться аналогiчно.
Упорядкована система n дiйсних чисел x1, x2, ..., xn нази-

вається n-вимiрним вектором i позначається символом −→a =
(x1; x2; ...;xn). Числа x1, x2, ..., xn називаються координатами век-
тора.

Вектор, у якого всi координати дорiвнюють нулю, називається
нуль-вектором або нулем −→0 = (0; 0; ...; 0).

Вектор (−x1;−x2; ...;−xn) називається протилежним до векто-
ра −→a = (x1; x2; ...;xn) i позначається символом −−→a .

Два вектори −→a = (x1;x2; ...; xn) i −→b = (y1; y2; ...; yn) називаються
рiвними −→a = −→

b , якщо їхнi вiдповiднi координати однаковi, тобто
xi = yi, i ∈ {1, ..., n}.

Сумою (рiзницею) двох векторiв −→a = (x1; x2; ...;xn) i −→b =
(y1; y2; ...; yn) називається вектор−→a ±−→b = (x1±y1; x2±y2; , ..., xn±yn).

Добутком вектора −→a = (x1; x2; ...;xn) на число λ називається
вектор λ−→a = (λx1; λx2; ...; λxn).

Лiнiйнi операцiї над n-вимiрними векторами мають тi самi вла-
стивостi, що й лiнiйнi операцiї над векторами у тривимiрному про-
сторi та на площинi.

Множина всiх n-вимiрних векторiв, для яких введено операцiї
додавання й множення на число, називається арифметичним век-
торним простором i позначається символом Rn.

Означення лiнiйної залежностi i незалежностi векторiв, лiнiйної
комбiнацiї векторiв на площинi i в просторi переносяться без змiн i
на арифметичний простiр Rn.

Максимальне число лiнiйно незалежних векторiв у Rn дорiвнює
n.

Базисом векторного простору Rn називають будь-яку сукуп-
нiсть n лiнiйно незалежних векторiв цього простору. Базис iз век-
торiв −→e 1 = (1; 0; ...; 0), −→e 2 = (0; 1; ...; 0), ..., −→e n = (0; 0; ...; 1) назива-
ють одиничним.

Скалярним добутком векторiв −→a = (x1;x2; ...; xn) i −→b =
(y1; y2; ...; yn) називається число

−→a −→b = x1y1 + x2y2 + ... + xnyn. (22)
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Означений таким чином скалярний добуток володiє всiма вла-
стивостями скалярного добутку на площинi i в просторi.

Якщо в n-вимiрному просторi введено скалярний добуток, то йо-
го називають n-вимiрним евклiдовим простором i позначають
символом Rn.

Очевидно, що
|−→a | =

√−→a 2 =
√−→a −→a або |−→a | =

√
x2

1 + x2
2 + ... + x2

n.
Для знаходження кута ϕ мiж ненульовими векторами −→a i −→b

користуються формулою

cosϕ =
−→a −→b
|−→a | |−→b |

або
cos ϕ =

x1y1 + x2y2 + . . . + xnyn√
x2

1 + x2
2 + . . . + x2

n

√
y2
1 + y2

2 + . . . + y2
n

.

Для векторiв −→e 1, −→e 2, ..., −→e n

−→e i
−→e j =

{
0, i 6= j,
1, i = j.

Базис −→e 1, −→e 2,...,−→e n називають також одиничним ортонормо-
ваним базисом.

Розглянемо n-вимiрний евклiдiв простiр Rn з ортонормованим
базисом −→e 1, −→e 2,...,−→e n. Нехай дано вектор −→a = (x1;x2; ...; xn), де x1,
x2, ..., xn – координати вектора у даному базисi. Як i у випадку три-
вимiрного простору, поставимо у вiдповiднiсть кожному вектору −→a
простору Rn точку M , пiд якою розумiтимемо набiр чисел x1, x2, ...,
xn. Цi числа називають прямокутними декартовими коорди-
натами точки M i записують M(x1;x2; ...; xn). Точку O(0; 0; ...; 0)
називають початком координат. Сукупнiсть початку координат
O i векторiв базису −→e 1, −→e 2,...,−→e n називають декартовою прямо-
кутною системою координат в n-вимiрному просторi.

Пiд вектором −−→
AB, який з’єднує точки A(x1; x2; ...;xn) i

B(y1; y2; ...; yn) як i у випадку тривимiрного простору розумiтимемо
вектор −−→AB = (y1−x1; y2−x2; ...; yn−xn). При цьому точку A назива-
тимемо початком, а точку B – кiнцем вектора −−→AB. Якщо початок
вектора збiгається з початком координат O(0; 0; ...; 0), а кiнець – iз
точкою M(x1;x2; ...; xn), то вектор −−→OM = (x1;x2; ...; xn) називають
радiус-вектором точки M . Його координати збiгаються з коорди-
натами точки M .
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Вiдстанню мiж двома точками A i B назвемо модуль вектора−−→
AB, а саме

|−−→AB| =
√

(y1 − x1)2 + (y2 − x2)2 + ... + (yn − xn)2.
Приклад 1. З’ясувати, чи вектори −→a 1 = (1; 3; 1; 3), −→a 2 =

(2; 1; 1; 2) i −→a 3 = (3;−1; 1; 1) лiнiйно залежнi.
J Складемо векторну рiвнiсть λ1

−→a 1 + λ2
−→a 2 + λ3

−→a 3 = −→0 або
λ1(1; 3; 1; 3) + λ2(2; 1; 1; 2) + λ3(3;−1; 1; 1) = −→0 . Ця рiвнiсть рiвно-
сильна системi рiвнянь





λ1 + 2λ2 + 3λ3 = 0,
3λ1 + λ2 − λ3 = 0,
λ1 + λ2 + λ3 = 0,

3λ1 + 2λ2 + λ3 = 0.

Розв’язуючи одержану систему методом Жордана-Гаусса, зведе-
мо її до вигляду {

λ1 + 2λ2 + 3λ3 = 0,
λ2 + 2λ3 = 0.

звiдки знайдемо всi її розв’язки λ1 = c, λ2 = −2c, λ3 = c, c ∈ R.
Отже, для даних векторiв їхня лiнiйна комбiнацiя дорiвнює ну-

лю при довiльних ненульових λ1, λ2 i λ3, а це означає, що вектори
лiнiйно залежнi. I

Приклад 2. Знайти скалярний добуток векторiв −→a =
(3; 1;−2; 3; 0) i −→b = (0; 2;−4; 3;−1).

J Згiдно з (22) маємо

−→a −→b = 3 · 0 + 1 · 2 + (−2)(−4) + 3 · 3 + 0(−1) = 2 + 8 + 9 = 19. I

Розглянемо економiчний приклад на ортогональнiсть векторiв.
Приклад 3. Нехай −→q = (q1; q2; . . . ; qk) – вектор спожитих то-

варiв, −→c = (c1; c2; . . . ; ck) – вектор цiн у даному мiсяцi, −→c n =
(c1n; c2n; . . . ; ckn) – вектор цiн у попередньому мiсяцi. Знайти фор-
мулу для визначення iндексу цiн та iндексу iнфляцiї.

J Очевидно, що iндекс цiн

p =
−→c −→q
−→c n

−→q 100%.

Якщо перетворити цю формулу, то одержимо, що

100(−→c −→q ) = p(−→c n
−→q ) або (100−→c − p−→c n)−→q = 0.

Звiдси випливає, що iндекс цiн можна визначити як числовий коефi-
цiєнт p, що робить вектор −→q ортогональним до вектора 100−→c −p−→c n.
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Iндекс iнфляцiї розраховується за формулою

i = p− 100 =
−→c −→q
−→c n

−→q 100− 100

або
i =

(−→c −−→c n)−→q
−→c n

−→q 100. I

Вправи

1. Знайти сумарнi затрати робочого часу T i вартiсть P виробле-
ної продукцiї, якщо вiдомi вектори: асортименту ~q = (20; 40; 60; 10),
затрат робочого часу ~t = (5; 10; 7; 12) i цiн ~p = (30; 15; 40; 20).

2. Для векторiв ~a = (2; 4;−3; 0) i ~b = (−1; 2; 2;−5) знайти їхнi
довжини i кут мiж ними.

3.Довести, що вектори−→a 1 = (7; 1; 3;−2),−→a 2 = (0;−1; 2; 0),−→a 3 =
(0; 0; 0;−2; 6), −→a 4 = (0; 0; 0; 1) утворюють базис в просторi R4.

4. З’ясувати, чи вектори −→a 1 = (−1; 3; 3; 2; 5), −→a 2 = (−3; 5; 2; 3; 4),
−→a 3 = (−3; 1;−5; 0; 7), −→a 4 = (−5; 7; 1; 4; 1) лiнiйно залежнi.

5. Знайти лiнiйну комбiнацiю векторiв−→d = (−→a −→b )−→c −3(−→a −→c )−→a +
3(−→b −→c )−→b , де −→a = (4; 1; 3;−2), −→b = (1; 2;−2; 3), −→c = (10; 8; 1;−3).

Вiдповiдi

1. T = 1040, P = 3000. 2. |~a| = √
29; |~b| = √

34; ϕ =
π

2
. 4. Лiнiйно

залежнi. 5. −→d = (−699;−129;−609; 495).
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Роздiл 4.
Аналiтична геометрiя

§1. Лiнiї, поверхнi та їхнi рiвняння

В аналiтичнiй геометрiї об’єкти (точки, лiнiї, поверхнi) та їхнє
розмiщення на площинi або в просторi визначаються аналiтично,
тобто за допомогою методiв алгебри. Робиться це з використанням
декартового методу координат. При цьому геометричнi об’єкти за
допомогою формул описуються рiвняннями або нерiвностями, якi
зв’язують мiж собою координати кожної точки даного об’єкта.

Рiвнянням, яке вiдповiдає заданiй множинi точок на площинi або
в просторi, називають рiвнiсть, яку задовольняють координати будь-
якої точки цiєї множини i не задовольняють координати точок, що
не належать данiй множинi.

Приклад 1. Знайти рiвняння множини точок площини, рiвно-
вiддалених вiд точок M1(−4; 2) i M2(−2;−6).

J Вiдомо, що вiдстань мiж точками M1(x1; y1) i M2(x2; y2) визна-
чається за формулою

d(M1,M2) =
√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2.

Нехай M(x; y) – довiльна точка шуканої лiнiї. Тодi згiдно з умовою
MM1 = MM2, тобто

√
(x + 4)2 + (y − 2)2 =

√
(x + 2)2 + (y + 6)2.

Якщо пiднести обидвi частини до квадрата, то пiсля перетворень
одержимо

x− 4y − 5 = 0 або y =
1
4
x− 5

4
.

Очевидно, що це рiвняння прямої, яка є серединним перпендикуля-
ром вiдрiзка M1M2.

Перевiримо, що кожна точка прямої y = 1
4x − 5

4 рiвновiддале-
на вiд точок M1(−4; 2) i M2(−2;−6). Справдi, нехай M(x; x

4 − 5
4 ) –

довiльна точка на цiй прямiй. Тодi

M1M =

√
(−4− x)2 + (2− x

4
+

5
4
)2 =

√
(x + 4)2 + (

13
4
− x

4
)2 =

=

√
17x2

16
+

51x

8
+

425
16

;
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M2M =

√
(−2− x)2 + (−6− x

4
+

5
4
)2 =

√
(2 + x)2 + (

19
4

+
x

4
)2 =

=

√
17x2

16
+

51x

8
+

425
16

.

Отже, M1M = M2M . Тому рiвняння заданої множини є y =
1
4x− 5

4 . I
Приклад 2. Вивести рiвняння множини точок, що знаходяться

на вiдстанi R вiд точки M0(x0; y0; z0).
J Вiзьмемо довiльну точку M(x; y; z) даної множини. Згiдно з

умовою
d(M, M0) = R

або √
(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2 = R.

Якщо пiднести до квадрата, то одержимо рiвняння

(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2 = R2,

яке називають рiвнянням сфери з центром у точцi M0(x0; y0; z0)
i радiусом R. Навпаки, якщо координати (x; y; z) точки задовольня-
ють одержане рiвняння, то ця точка знаходиться на вiдстанi R вiд
точки M0.

Якщо центр сфери збiгається з початком координат, то рiвняння
сфери набуде вигляду

x2 + y2 + z2 = R2. I

Доводиться, що якщо рiвняння

F (x, y, z) = 0,

визначає деякий геометричний об’єкт, то цей об’єкт є поверхнею в
просторi. Наприклад, рiвняння x2 + y2 + z2 = −1 не визначає жод-
ного реального геометричного образу, бо лiва частина не може бути
вiд’ємною, а рiвняння x2 + y2 + z2 = 0 визначає точку (0; 0; 0).

Аналогiчно рiвняння

F (x, y) = 0,

якщо воно має змiст, визначає деяку лiнiю на площинi.
Для того щоб переконатися, чи лежить точка M(x0; y0) на данiй

лiнiї, треба перевiрити, чи задовольняють її координати рiвняння,
яким задана лiнiя.
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У прикладi 1 для заданої вiдповiдними властивостями множини
точок знайдено її рiвняння. Розглянемо тепер задачу, коли за вiдо-
мим рiвнянням треба знайти множину точок.

Приклад 3. Визначити, яку множину точок описує рiвняння
|x|+ |y| = 1.

J Оскiльки |a| = |−a|, a ∈ R, то разом iз точкою (x0; y0) до шука-
ної множини належать також точки (−x0; y0), (x0;−y0), (−x0;−y0).
Це означає, що осi Ox i Oy – осi симетрiї шуканої множини. Тому
знайдемо її частину, що лежить у першiй чвертi, а решту дiстанемо,
симетрично вiдобразивши цю частину вiдносно осей координат.

Для x ≥ 0 i y ≥ 0 маємо |x| = x, |y| = y, а тому рiвняння
набуде вигляду x + y = 1. Нарисувавши частину цiєї прямої, що
лежить у першiй чвертi, i вiдобразивши її симетрично вiдносно осей
координат, одержимо шукану множину – квадрат, що зображений на
рисунку 1.

-

6

−1
−1

1
1

x

y

Рис. 1

. I

Розглянутi приклади показують, як метод координат доз-
воляє застосовувати алгебраїчнi методи при розв’язуваннi гео-
метричних задач. Тепер розглянемо приклад, коли алгебраїч-
ну задачу можна розв’язати геометрично за допомогою методу
координат.

Приклад 4. При яких значеннях параметра a система
{

x2 + y2 = 1,
x + y = a

не має розв’язкiв, має єдиний розв’язок, має безлiч розв’язкiв?
J Перше рiвняння системи – це рiвняння кола з центром у по-

чатку координат i радiусом 1. Друге рiвняння є рiвнянням прямої,
яка вiдтинає на осях координат вiдрiзки, довжиною a. Розв’язати
систему – це означає знайти точки, координати яких задовольняють
як перше, так i друге рiвняння, тобто знайти точки перетину прямої
x + y = a i кола. З рис. 2 випливає, що при a >

√
2 i при a < −√2
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пряма не перетинає кола, тоб-
то система не має розв’язкiв;
при a = ±√2 маємо дотичнi
до кола, тобто система має єди-
ний (кратний) розв’язок; при
−√2 < a <

√
2 пряма пере-

тинає коло, тобто система має
два розв’язки. Iнших випадкiв
немає. I

6

-

x + y = a

x2 + y2 = 1
O

a >
√

2

a =
√

2
x

y

Рис. 2

7

Вправи

1. Один кiнець вiдрiзка рухається по осi Ox, а другий – по осi
Oy. Знайти рiвняння лiнiї, яка описується серединою цього вiдрiзка,
якщо його довжина дорiвнює l.

2. Скласти рiвняння лiнiї, вiдстань кожної точки якої вiд точки

F
(
0;

1
4

)
дорiвнює вiдстанi цiєї самої точки вiд прямої y = −1

4
.

3. Знайти рiвняння множини точок, добуток вiдстаней яких вiд
точок F1(−a; 0) i F2(a; 0) є сталою величиною, що дорiвнює a2.

4. Скласти рiвняння множин точок, рiвновiддалених вiд точок
A(1; 1) i B(3; 3).

5. Знайти рiвняння множини точок, сума квадратiв вiдстаней
яких вiд точок A(2; 0) i B(0; 2) дорiвнює квадрату вiдстанi мiж точ-
ками A i B.

Вiдповiдi

1. x2 + y2 =
l2

4
. 2. y = x2. 3. (x2 + y2)2 = 2a2(x2 − y2).

4. x + y − 4 = 0. 5. x2 + y2 − 2x− 2y = 0.
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§2. Площина й пряма в просторi

2.1. Площина в просторi.
2.1.1. Нормальний вектор площини. Рiзнi типи

рiвнянь площини. Розглянемо в просторi R3 площину P . Її
положення повнiстю визначається заданням ненульового век-
тора −→n = (A; B; C), перпендикулярного до цiєї площини, i де-
якої точки M0(x0; y0; z0), що лежить у цiй площинi. Вектор −→n
називається нормальним вектором площини.

Знайдемо рiвняння площини
P , що проходить через точку
M0(x0; y0; z0) i має нормаль-
ний вектор −→n = (A; B; C).
Для цього вiзьмемо довiльну
точку M(x; y; z) площини,
яка не збiгається з точкою
M0 i розглянемо вектор−−−→
M0M = (x− x0; y − y0; z − z0)ª

6

-

*
I

x

y

z

M0

MP

O

~n

Оскiльки −−−→M0M⊥−→n , то
−−−→
M0M−→n = 0, (1)

що еквiвалентно рiвнянню

A(x− x0) + B(y − y0) + C(z − z0) = 0. (2)

Очевидно, що рiвняння (2) не задовольняють координати
жодної точки N /∈ P , бо −→n−−−→M0N 6= 0.

Рiвняння (2) називається рiвнянням площини, що про-
ходить через задану точку. Це рiвняння є рiвнянням пер-
шого степеня вiдносно змiнних (координат) x, y i z.

Приклад 1. Скласти рiвняння площини, що проходить через
точку M0(2;−3; 1), перпендикулярно до вектора −→n = (5; 1;−4).

J Маємо A = 5, B = 1, C = −4. Згiдно з (2), одержуємо рiвняння
площини

5(x− 2) + 1(y − (−3)) + (−4)(z − 1) = 0

або
5x + y − 4z − 3 = 0. I
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Надаючи коефiцiєнтам A, B, C у рiвняннi (2) конкретних
значень, можна одержати рiвняння будь-якої площини, що про-
ходить через точку M0(x0; y0; z0). Сукупнiсть площин, що про-
ходять через задану точку, називається в’язкою площин. Рiв-
няння (2), у якому коефiцiєнти A, B i C набувають довiльних
значень, називається рiвнянням в’язки площин.

Приклад 2. Знайти рiвняння площини, що проходить через
три заданi точки M1(x1; y1; z1), M2(x2; y2; z2), M3(x3; y3; z3).

J Запишемо рiвняння в’язки площин, що проходять через точку
M1(x1; y1; z1):

A(x− x1) + B(y − y1) + C(z − z1) = 0. (3)

У цьому рiвняннi коефiцiєнти A, B i C невiдомi. Щоб їх знайти, ско-
ристаємося тим, що координати точок M2 i M3 повиннi задовольняти
рiвняння (3):

A(x2 − x1) + B(y2 − y1) + C(z2 − z1) = 0, (4)

A(x3 − x1) + B(y3 − y1) + C(z3 − z1) = 0. (5)

Очевидно, що (3), (4), (5) – це однорiдна система трьох рiвнянь iз
трьома невiдомими A, B, C. Така система, як вiдомо, має ненульовi
розв’язки тодi й тiльки тодi, коли її визначник дорiвнює нулю, тобто

∣∣∣∣∣∣

x− x1 y − y1 z − z1

x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1

x3 − x1 y3 − y1 z3 − z1

∣∣∣∣∣∣
= 0. (6)

Рiвняння (6) i є рiвнянням площини, що проходить через
три заданi точки.

Зокрема, у випадку, коли M1(1;−1; 0), M2(2; 1;−3) i M3(−1; 0; 0),
рiвняння площини має вигляд

∣∣∣∣∣∣

x− 1 y + 1 z
2− 1 1 + 1 −3
−1− 1 0 + 1 0

∣∣∣∣∣∣
= 0,

∣∣∣∣∣∣

x− 1 y + 1 z
1 2 −3
−2 1 0

∣∣∣∣∣∣
= 0,

(x− 1)
∣∣∣∣

2 −3
1 0

∣∣∣∣− (y + 1)
∣∣∣∣

1 −3
−2 0

∣∣∣∣ + z

∣∣∣∣
1 2
−2 1

∣∣∣∣ = 0,

3(x− 1) + 6(y + 1) + 5z = 0 або 3x + 6y + 5z + 3 = 0. I
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2.1.2. Загальне рiвняння площини. У попередньому
пунктi ми довели, що будь-якiй площинi вiдповiдає рiвняння
першого степеня вiдносно змiнних координат.

Розглянемо тепер загальне рiвняння першого степеня з
трьома змiнними

Ax + By + Cz + D = 0. (7)

Принаймнi один iз коефiцiєнтiв A, B, C не дорiвнює нулю, бо в
противному випадку ми мали б рiвнiсть D = 0. Зазначимо, що
тотожнiсть 0 · x + 0 · y + 0 · z + 0 = 0 задовольняють всi точки
простору i тому вона не визначає площину.

Нехай, наприклад, C 6= 0. Запишемо (7) у виглядi

A(x− 0) + B(y − 0) + C(z +
D

C
) = 0. (8)

Рiвняння (8) рiвносильне рiвнянню (7). Порiвнюючи (8) iз
(2), ми бачимо, що (8), а отже, i (7) є рiвнянням площини, що
має нормальний вектор −→n = (A;B; C) i проходить через точку
M0(0; 0;−D

C ). Отже, доведено, що будь-яке рiвняння першого
степеня (7) є рiвнянням деякої площини.

Рiвняння (7) називається загальним рiвнянням площи-
ни.

Якщо вiльний член D = 0, то рiвняння площини має вигляд
Ax + By + Cz = 0, i його задовольняють координати початку
координат x = 0, y = 0, z = 0. Отже, площина проходить через
початок координат.

Очевидно, що рiвняння x = 0, y = 0, z = 0 вiдповiдно є
рiвняннями координатних площин Oyz, Oxz, Oxy.

Приклад 3. Побудувати площину 2x + 3y + 6z − 6 = 0.
J Знайдемо точки перетину пло-

щини з осями координат. Для знаход-
ження точки перетину з Ox, треба пiд-
ставити в рiвняння площини y = 0, z =
0. Тодi матимемо 2x+3 ·0+6 ·0−6 = 0,
звiдки x = 3.

6

-

ª
3

2

1

M1

M3
M2

x

y

z

O
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Аналогiчно, покладаючи x = 0, y = 0, знаходимо точки перетину
з вiссю Oz, а саме 2 · 0 + 3 · 0 + 6z− 6 = 0, звiдки z = 1. Нарештi, при
x = 0, z = 0 знаходимо y = 2. Отже, дана площина проходить через
три точки M1(3; 0; 0), M2(0; 2; 0) i M3(0; 0; 1). I

Якщо в рiвняннi (7) D 6= 0, то, подiливши дане рiвняння на
−D, дiстанемо

x

a
+

y

b
+

z

c
= 1, (9)

де a = −D
A , b = −D

B , c = −D
C . Рiвняння (9) називається рiв-

нянням площини у вiдрiзках на осях координат.

2.1.3. Взаємне розмiщення площин у просторi.
Розглянемо двi площини P1 i P2, що заданi вiдповiдно рiвнян-
нями A1x + B1y + C1z + D1 = 0, A2x + B2y + C2z + D2 = 0.

Очевидно, що площини P1 i P2 є: 1) паралельними тодi й
тiльки тодi, коли їхнi нормальнi вектори −→n 1 = (A1;B1;C1) i
−→n2 = (A2; B2; C2) колiнеарнi, тобто

A1

A2
=

B1

B2
=

C1

C2
; (10)

2) перпендикулярними тодi й тiльки тодi, коли їхнi нормальнi
вектори −→n1 = (A1; B1; C1) i −→n2 = (A2; B2; C2) перпендикулярнi,
тобто −→n1

−→n2 = 0 або

A1A2 + B1B2 + C1C2 = 0. (11)

Двi площини P1 i P2 збiгаються, коли

A1

A2
=

B1

B2
=

C1

C2
=

D1

D2
. (12)

Пiд кутом мiж двома площинами розумiємо кут ϕ мiж нор-
мальними векторами −→n1 = (A1; B1; C1) i −→n2 = (A2; B2; C2) цих
площин. Тому

cosϕ =
−→n1
−→n2

|−→n1||−→n2|
або

cosϕ =
A1A2 + B1B2 + C1C2√

A2
1 + B2

1 + C2
1

√
A2

2 + B2
2 + C2

2

. (13)
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Приклад 4. Записати рiвняння площини, що проходить через
точку M0(−2; 1; 4) паралельно площинi 3x + 2y − 7z + 8 = 0.

J Рiвняння в’язки площин, що проходять через точку
M0(−2; 1; 4) має вигляд

A(x + 2) + B(y − 1) + C(z − 4) = 0. (14)

З цiєї сукупностi видiлимо ту з них, яка паралельна площинi 3x +
2y− 7z + 8 = 0. Очевидно, що це можливо, коли нормальний вектор
−→n1 = (A; B; C) площини (14) колiнеарний вектору −→n2 = (3; 2;−7).
Зокрема, можна взяти −→n1 = −→n2. Тому рiвняння шуканої площини

3(x + 2) + 2(y − 1) + (−7)(z − 4) = 0

або
3x + 2y − 7z + 32 = 0. I

Приклад 5. Знайти кут мiж площинами x + 2y − 3z + 4 = 0 i
2x + 3y + z + 8 = 0.

J Згiдно з формулою (13)

cosϕ =
1 · 2 + 2 · 3 + (−3) · 1√

12 + 22 + (−3)2
√

22 + 32 + 12
=

5
14

.

Отже, один iз сумiжних кутiв дорiвнює ϕ = arccos 5
14 , а другий –

π − ϕ. I
Приклад 6. Через точку M0(−2; 3; 6) провести площину, пер-

пендикулярну до площин 2x + 3y − 2z − 4 = 0 (P1) i 3x + 5y + z = 0
(P2).

J Нехай −→n = (A; B; C) нормальний вектор шуканої площини.
Тодi рiвняння цiєї площини має вигляд

A(x + 2) + B(y − 3) + C(z − 6) = 0 (P ).

Для того щоб знайти A, B, C, скористаємося тим, що P⊥P1 i P⊥P2,
тобто −→n⊥−→n1, −→n⊥−→n2, де −→n1 = (2; 3;−2), −→n2 = (3; 5; 1). Отже, дiстанемо
систему {

2A + 3B − 2C = 0,
3A + 5B + C = 0.

Звiдки, взявши, наприклад, C = 1, одержуємо, що

A = 13, B = −8.
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Тому рiвняння шуканої площини

13(x + 2)− 8(y − 3) + (z − 6) = 0

або
13x− 8y + z + 44 = 0.

Цей приклад можна розв’язати, використовуючи поняття век-
торного добутку. Оскiльки нормальний вектор −→n шуканої площини
перпендикулярний до нормальних векторiв −→n 1 i −→n 2 вiдповiдно пло-
щин P1 i P2, то вiн є векторним добутком цих векторiв, тобто

−→n = [−→n 1,−→n 2] =

∣∣∣∣∣∣

−→
i

−→
j

−→
k

2 3 −2
3 5 1

∣∣∣∣∣∣
= −→

i

∣∣∣∣
3 −2
5 1

∣∣∣∣−
−→
j

∣∣∣∣
2 −2
3 1

∣∣∣∣ +

+−→k
∣∣∣∣

2 3
3 5

∣∣∣∣ = 13−→i − 8−→j +−→
k .

Це означає, що A = 13, B = −8, C = 1, а тому рiвняння площини

13(x + 2)− 8(y − 3) + (z − 6) = 0

або
13x− 8y + z + 44 = 0. I

2.1.4. Точка перетину трьох площин. Нехай задано
три площини A1x+B1y +C1z +D1 = 0 (P1), A2x+B2y +C2z +
D2 = 0 (P2) i A3x + B3y + C3z + D3 = 0 (P3). Щоб знайти точ-
ку перетину цих площин, треба, очевидно, розв’язати систему
рiвнянь 




A1x + B1y + C1z + D1 = 0,
A2x + B2y + C2z + D2 = 0,
A3x + B3y + C3z + D3 = 0.

Якщо визначник цiєї системи

∆ =

∣∣∣∣∣∣

A1 B1 C1

A2 B2 C2

A3 B3 C3

∣∣∣∣∣∣
6= 0,
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то вона має єдиний розв’язок, тобто три площини перетина-
ються в однiй точцi.

Приклад 7. Знайти точку перетину площин x + y− 2z + 3 = 0,
2x− 2y + 3z − 7 = 0, x + 3y − z − 4 = 0.

J Розв’язуючи систему




x + y − 2z + 3 = 0,
2x− 2y + 3z − 7 = 0,
x + 3y − z − 4 = 0

,

за допомогою формул Крамера, знайдемо координати точки перети-
ну площин

x =

∣∣∣∣∣∣

−3 1 −2
7 −2 3
4 3 −1

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

1 1 −2
2 −2 3
1 3 −1

∣∣∣∣∣∣

=
−18
−18

= 1, y =

∣∣∣∣∣∣

1 −3 −2
2 7 3
1 4 −1

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

1 1 −2
2 −2 3
1 3 −1

∣∣∣∣∣∣

=
−36
−18

= 2,

z =

∣∣∣∣∣∣

1 1 −3
2 −2 7
1 3 4

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

1 1 −2
2 −2 3
1 3 −1

∣∣∣∣∣∣

=
−54
−18

= 3. I

2.1.5. Вiдстань вiд точки до площини. Нехай заданi
точка M1(x1; y1; z1) i площина P , що має рiвняння Ax + By +
Cz + D = 0. Вiдстань d мiж ними, тобто довжина перпенди-
куляра, опущеного з точки M1 на площину P , визначається за
формулою

d =
|Ax1 + By1 + Cz1 + D|√

A2 + B2 + C2
. (15)

Приклад 8. Знайти вiдстань мiж площинами 2x+y− z−3 = 0
(P1) i 4x + 2y − 2z + 6 = 0 (P2).

J Оскiльки площини паралельнi, то вiдстань мiж ними – це вiд-
стань вiд будь-якої точки площини P1 до площини P2. Вiзьмемо,

147



наприклад, точку M1(0; 0;−3) на площинi P1 i знайдемо вiдстань вiд
неї до площини P2. Маємо

d =
|4 · 0 + 2 · 0− 2 · (−3) + 6|√

42 + 22 + (−2)2
=
|6 + 6|√

24
=

12
2
√

6
=

=
6√
6

=
√

6. I

2.2. Пряма в просторi.
2.2.1. Канонiчнi та параметричнi рiвняння пря-

мої. Положення прямої у просторi повнiстю визначається за-
данням довiльної фiксованої її точки M0 i ненульового вектора
−→s , який паралельний цiй прямiй або лежить на нiй. Вектор −→s
називається напрямним вектором даної прямої.

Виведемо рiвняння прямої L, що проходить через задану
точку M0(x0; y0; z0) i напрямним вектором якої є −→s = (m; n; p).

Нехай M(x; y; z) – довiльна точка прямої L, тодi
вектор −−−→M0M = (x−x0; y−y0; z−z0) колiнеарний
вектору −→s = (m; n; p), тобто

x− x0

m
=

y − y0

n
=

z − z0

p
. (16)

7
7

M0

M

L
~s

Рiвняння (16) називаються канонiчними рiвняннями
прямої в просторi.

Числа m, n i p є проекцiями напрямного вектора −→s на ко-
ординатнi осi.

Оскiльки вектор −→s – ненульовий, то всi три числа m, n i
p не можуть одночасно дорiвнювати нулю, але один або два з
них можуть дорiвнювати нулю. Наприклад, можливий такий
запис:

x− x0

m
=

y − y0

0
=

z − z0

0
, (16′)

який означає, що проекцiї вектора−→s на осi Oy i Oz дорiвнюють
нулю. Тому i вектор −→s = (m; 0; 0), i пряма, яка визначена рiв-
няннями (16′), перпендикулярнi осям Oy i Oz, тобто площинi
Oyz.
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Зауважимо, що рiвностi (16′) рiвносильнi таким: y = y0,
z = z0, a x – довiльне.

Приклад 9. Записати рiвняння прямої L, що перпендикулярна
до площини 2x−3y+4z−8 = 0 (P1) i проходить через точку перетину
цiєї площини з вiссю Oz.

J Знайдемо спочатку точку перетину площини P1 iз вiссю Oz :
x = 0, y = 0, тодi 4z − 8 = 0 або z = 2. Отже, точка M0(0; 0; 2) є
точкою перетину даної площини з вiссю Oz.

Згiдно з умовою задачi пряма L перпендику-
лярна площинi P1, а це означає, що вектор −→s
колiнеарний нормальному вектору −→n площи-
ни P1, тому можна взяти −→s = −→n = (2;−3; 4).

6

6
P1

~n

~s

L

Якщо скористатися рiвняннями (16), то одержимо рiвняння шу-
каної прямої

x− 0
2

=
y − 0
−3

=
z − 2

4
або

x

2
=

y

−3
=

z − 2
4

. I

Якщо прирiвняти спiввiдношення (16) до t ∈ R, то дiстане-
мо

x = x0 + mt, y = y0 + nt, z = z0 + pt, t ∈ R. (17)

Рiвняння (17) називаються параметричними рiвняннями
прямої у просторi.

2.2.2. Рiвняння прямої, що проходить через двi
точки. Нехай пряма L проходить через двi рiзнi точки
M1(x1; y1; z1) i M2(x2; y2; z2). Складемо канонiчне рiвняння цiєї
прямої. Для цього за напрямний вектор прямої вiзьмемо

−→s = −−−−→
M1M2 = (x2 − x1; y2 − y1; z2 − z1).

Отже, m = x2 − x1, n = y2 − y1, p = z2 − z1,
тому з рiвнянь (16) одержимо рiвняння шуканої
прямої

L

M1

~s M2µ

x− x1

x2 − x1
=

y − y1

y2 − y1
=

z − z1

z2 − z1
. (18)
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Рiвняння (18) називаються рiвняннями прямої, що про-
ходить через двi точки.

Приклад 10. Знайти рiвняння прямої, що проходить через точ-
ки M1(2; 3;−5) i M2(−4; 3; 2).

J Згiдно з (18) маємо рiвняння шуканої прямої

x− 2
−4− 2

=
y − 3
3− 3

=
z + 5
2 + 5

або
x− 2
−6

=
y − 3

0
=

z + 5
7

.

Дана пряма перпендикулярна осi Oy. I

2.2.3. Кут мiж двома прямими. Умови паралель-
ностi й перпендикулярностi прямих. Нехай у просторi
задано двi прямi:

x− x1

m1
=

y − y1

n1
=

z − z1

p1
(L1),

x− x2

m2
=

y − y2

n2
=

z − z2

p2
(L2).

За кут мiж прямими L1 i L2 вiзьмемо кут ϕ мiж
напрямними векторами −→s1 i −→s2 даних прямих.
Оскiльки −→s1 = (m1;n1; p1), −→s2 = (m2; n2; p2), то

µ
º~s2

~s1

L2
L1

ϕ

cosϕ =
−→s1
−→s2

|−→s1 ||−→s2 |
або

cosϕ =
m1m2 + n1n2 + p1p2√

m2
1 + n2

1 + p2
1

√
m2

2 + n2
2 + p2

2

. (19)

Умови паралельностi й перпендикулярностi двох прямих L1

i L2 рiвносильнi вiдповiдно умовам колiнеарностi й перпенди-
кулярностi їхнiх напрямних векторiв −→s1 i −→s2 , а саме:

L1‖L2 ⇔ −→s1‖−→s2 ⇔ m1

m2
=

n1

n2
=

p1

p2
; (20)

L1⊥L2 ⇔ −→s1⊥−→s2 ⇔ m1m2 + n1n2 + p1p2 = 0. (21)

Приклад 11. Знайти кут мiж прямими

x− 2
5

=
y + 3

3
=

z − 1
−2

(L1),
x + 2

3
=

y

2
=

z − 3
5

(L2).
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J Згiдно з формулою (19) маємо

cos ϕ =
5 · 3 + 3 · 2 + (−2) · 5√

52 + 32 + (−2)2
√

32 + 22 + 52
=

11
38

або ϕ = arccos
11
38

. I

2.2.4. Пряма як лiнiя перетину площин. Пряму в
просторi можна визначити як лiнiю перетину двох непаралель-
них площин A1x+B1y +C1z +D1 = 0 (P1) i A2x+B2y +C2z +
D2 = 0 (P2), тобто як множину точок, координати яких задо-
вольняють систему двох лiнiйних рiвнянь

{
A1x + B1y + C1z + D1 = 0,
A2x + B2y + C2z + D2 = 0.

(22)

Правильне й обернене твердження: система двох незалеж-
них лiнiйних рiвнянь (22) визначає пряму як лiнiю перетину
площин (якщо вони не паралельнi). Рiвняння (22) називають-
ся загальними рiвняннями прямої.

Приклад 12. Скласти канонiчнi рiвняння прямої, що задана
загальними рiвняннями{

2x− 5y + z + 4 = 0,
x + 2y − z + 2 = 0.

J Знайдемо спочатку параметричнi рiвняння прямої. Для цього
розв’яжемо дану систему вiдносно y i z:

{ −5y + z = −2x− 4,
2y − z = −x− 2;

y =

∣∣∣∣
−2x− 4 1
−x− 2 −1

∣∣∣∣
∣∣∣∣
−5 1
2 −1

∣∣∣∣
= x + 2; z =

∣∣∣∣
−5 −2x− 4
2 −x− 2

∣∣∣∣
∣∣∣∣
−5 1
2 −1

∣∣∣∣
= 3x + 6.

Отже, x = t, y = t + 2, z = 3t + 6 – параметричнi рiвняння прямої.
Тодi канонiчнi рiвняння прямої такi:

x

1
=

y − 2
1

=
z − 6

3
, −→s = (1; 1; 3). I
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Приклад 13. Знайти координати точки M , що дiлить навпiл
вiдрiзок прямої

x− 2
3

=
y + 1

5
=

z − 3
−1

,

який мiститься мiж площинами Oxz i Oxy.
J Знайдемо точку перетину даної прямої з площиною Oxz. Для

цього пiдставимо y = 0 у рiвняння прямої

x− 2
3

=
1
5

=
z − 3
−1

або
{

x−2
3 = 1

5 ,
z−3
−1 = 1

5 .

Звiдси випливає, що x = 13
5 , z = 14

5 . Отже, точкою перетину прямої
з площиною Oxz є точка M1( 13

5 ; 0; 14
5 ).

Аналогiчно, пiдставивши z = 0 у рiвняння прямої, дiстанемо точ-
ку перетину прямої з площиною Oxy:

x− 2
3

=
y + 1

5
= 3 або

{
x− 2 = 9,
y + 1 = 15;

звiдки x = 11, y = 14, z = 0. Точка перетину прямої з площиною
Oxy – M2(11; 14; 0).

Знайдемо координати точки M(x; y; z), що є серединою вiдрiзка
M1M2:

x =
13/5 + 11

2
=

34
5

; y =
0 + 14

2
= 7; z =

14/5 + 0
2

=
7
5
.

Отже, M
(34

5
; 7;

7
5

)
. I

2.2.5. Вiдстань вiд точки до прямої у просторi. Нехай
є пряма L: x−x0

m = y−y0

n = z−z0
p i точка M1(x1; y1; z1) поза нею.

Доводиться, що вiдстань вiд даної точки до прямої знаходиться
за формулою

d = (23)

=

√∣∣∣∣
y1 − y0 z1 − z0

n p

∣∣∣∣
2

+
∣∣∣∣
z1 − z0 x1 − x0

p m

∣∣∣∣
2

+
∣∣∣∣
x1 − x0 y1 − y0

m n

∣∣∣∣
2

√
m2 + n2 + p2

.

Приклад 14. Знайти вiдстань вiд точки M1(1;−1;−2) до пря-

мої
x + 3

3
=

y + 2
2

=
z − 8
−2

.
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J Скористаємося формулою (23):

d =

√∣∣∣∣
−1 + 2 −2− 8

2 −2

∣∣∣∣
2

+
∣∣∣∣
−2− 8 1 + 3
−2 3

∣∣∣∣
2

+
∣∣∣∣

1 + 3 −1 + 2
3 2

∣∣∣∣
2

√
32 + 22 + (−2)2

=

=

√∣∣∣∣
1 −10
2 −2

∣∣∣∣
2

+
∣∣∣∣
−10 4
−2 3

∣∣∣∣
2

+
∣∣∣∣

4 1
3 2

∣∣∣∣
2

√
17

=

=

√
182 + (−22)2 + 52

√
17

=

√
833
17

= 7. I

2.3. Взаємне розмiщення прямої i площини у
просторi.

2.3.1. Умови паралельностi й перпендикулярно-
стi прямої й площини. Розглянемо пряму

x− x0

m
=

y − y0

n
=

z − z0

p
(L) (24)

i площину
Ax + By + Cz + D = 0 (P ). (25)

Очевидно, що пряма L i площина P :
1)паралельнi тодi й тiльки тодi, коли напрямний вектор

−→s = (m;n; p) прямої i нормальний вектор −→n = (A;B; C)
площини перпендикулярнi, тобто

Am + Bn + Cp = 0, (26)

- L
~s

6
~n

P

2) перпендикулярнi тодi й тiльки тодi, коли вектори −→s =
(m;n; p) i −→n = (A; B;C) колiнеарнi, тобто

A

m
=

B

n
=

C

p
. (27)

6

L

~s6
~n

P
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Приклад 15. Написати рiвняння площини, що проходить через
дану точку M0(2;−3; 4) паралельно до прямих

x

1
=

y − 1
2

=
z − 3

8
i

x + 1
4

=
y − 1

0
=

z + 5
2

.

J Нехай −→n = (A;B;C) – нормальний вектор шуканої площини
P . Тодi рiвняння площини матиме вигляд

A(x− 2) + B(y + 3) + C(z − 4) = 0. (28)

Оскiльки площина P паралельна прямим L1 i L2, то її нормаль-
ний вектор −→n = (A; B;C) перпендикулярний до напрямних векторiв
−→s 1 = (1; 2; 8) i −→s 2 = (4; 0; 2) прямих L1 i L2, тобто є їхнiм векторним
добутком.

Отже,

−→n = [−→s 1,−→s 2] =

∣∣∣∣∣∣

−→
i

−→
j

−→
k

1 2 8
4 0 2

∣∣∣∣∣∣
= −→

i

∣∣∣∣
2 8
0 2

∣∣∣∣−
−→
j

∣∣∣∣
1 8
4 2

∣∣∣∣ +

+−→k
∣∣∣∣

1 2
4 0

∣∣∣∣ = 4−→i + 30−→j − 8−→k ,

тобто A = 4, B = 30, C = −8.
Пiдставивши знайденi коефiцiєнти в (28), дiстанемо рiвняння шу-

каної площини

4(x−2)+30(y+3)−8(z−4) = 0 або 2x+15y−4z+57 = 0. I

2.3.2. Перетин прямої з площиною.Щоб знайти точ-
ку перетину прямої L i площини P , треба розв’язати систему
рiвнянь (24), (25).Для цього запишемо рiвняння прямої L у па-
раметричнiй формi

x = x0 + mt, y = y0 + nt, z = z0 + pt (29)

i пiдставимо (29) у рiвняння (25). Тодi одержимо, що

A(x0 + mt) + B(y0 + nt) + C(z0 + pt) + D = 0

або
t(Am + Bn + Cp) = −(Ax0 + By0 + Cz0 + D).
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Звiдси, якщо Am + Bn + Cp 6= 0, тобто нормальний вектор
площини P не перпендикулярний до напрямного вектора −→s
прямої L, то iснує єдиний розв’язок цього рiвняння

t0 = −Ax0 + By0 + Cz0 + D

Am + Bn + Cp
.

Пiдставивши це значення t = t0 у (29), одержимо координати
точки перетину прямої L i площини P .

Якщо Am + Bn + Cp = 0, тобто −→n ⊥ −→s , то можливi два
випадки: 1) Ax0+By0+Cz0+D 6= 0, тобто точка (x0; y0; z0) 6∈ P ,
то значення t не можна визначити, а це означає, що пряма L
i площина не перетинаються; 2) Ax0 + By0 + Cz0 + D = 0,
тобто точка (x0; y0; z0) ∈ P , то рiвняння для знаходження t має
безлiч розв’язкiв, а це означає, що пряма L лежить в площинi
P ; i тому всi точки цiєї прямої є точками перетину прямої L i
площини P .

Приклад 16. Знайти точку перетину прямої x−1
2 = y+1

3 = z−5
2

iз площиною 2x + 3y − 2z + 2 = 0.
J Запишемо рiвняння прямої в параметричнiй формi x = 2t + 1,

y = 3t − 1, z = 2t + 5. Пiдставивши цi вирази в рiвняння площини,
дiстанемо

2(2t + 1) + 3(3t− 1)− 2(2t + 5) + 2 = 0 або t = 1.
Тодi координати точки перетину прямої та площини x = 2·1+1 =

3, y = 3 · 1− 1 = 2, z = 2 · 1 + 5 = 7, тобто точкою перетину прямої i
площини є M(3; 2; 7) I.

2.3.3. Кут мiж прямою i площиною. Розглянемо
пряму L, яка визначається рiвнянням (24), i площину P , рiв-
няння якої (25). Знайдемо кут ψ мiж прямою L i площиною
P . Очевидно, що ϕ + ψ = π

2 , тому cosϕ = cos(π
2 − ψ) = sinψ.

Оскiльки

cosϕ =
−→n −→s
|−→n | |−→s | =

Am + Bn + Cp√
A2 + B2 + C2

√
m2 + n2 + p2

,

то
sinψ =

Am + Bn + Cp√
A2 + B2 + C2

√
m2 + n2 + p2

. (30)
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Á
6

~n = (A; B; C)

~s = (m; n; p)

L

P

ψ

ϕ

Приклад 17. Знайти кут мiж прямою L i площиною P , якщо
пряма й площина заданi вiдповiдно рiвняннями:

{
x− y + z = 0,

x + 2y + 2z − 2 = 0; (L) 2x− 5y + z − 2 = 0 (P ).

J Для того щоб записати канонiчнi рiвняння прямої L,
розв’яжемо систему

{
x− y = −z,
x + 2y = 2− 2z.

Маємо

x =

∣∣∣∣
−z −1

−2z + 2 2

∣∣∣∣
∣∣∣∣

1 −1
1 2

∣∣∣∣
= −4

3
z +

2
3
; y =

∣∣∣∣
1 −z
1 −2z + 2

∣∣∣∣
∣∣∣∣

1 −1
1 2

∣∣∣∣
= −z

3
+

2
3
.

Якщо взяти z = −3t, то дiстанемо параметричнi рiвняння прямої:

x = 4t +
2
3
, y = t +

2
3
, z = −3t, t ∈ R.

Тодi канонiчнi рiвняння даної прямої такi:

x− 2/3
4

=
y − 2/3

1
=

z

−3
.

Тому, згiдно з (30), маємо

sin ψ =
2 · 4− 5 · 1 + 1 · (−3)√

22 + (−5)2 + 12
√

42 + 12 + (−3)2
=

0√
30 · √26

= 0,

а, отже, ψ = 00. I
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Вправи

1. Знайти рiвняння площини, яка проходить через точку
M0(3;−2;−7) паралельно площинi 2x− 3z + 5 = 0.

2. Знайти рiвняння площини, яка проходить через точки
M1(2;−1; 4) i M2(3; 2;−1) перпендикулярно до площини x+y+z−3 =
0.

3. Знайти рiвняння площини, яка проходить через точку
M0(2;−3;−4) i вiдтинає на координатних осях вiдрiзки однакової
довжини.

4. Знайти кут мiж площинами: 1) 2x − 3y + 3z − 1 = 0 i −2x +
3y − 3z + 5 = 0; 2) 3x− 4y − z − 1 = 0 i 2x + 3y − 6z − 2 = 0.

5. Обчислити вiдстань d вiд точки M0(−1; 1;−2) до площини, яка
проходить через точки M1(1;−1; 1), M2(−2; 1; 3) i M3(4;−5;−2).

6. Знайти вiдстань мiж площинами 2x + 2y − z − 15 = 0 i 4x +
4y − 2z + 11 = 0.

7. Знайти точку перетину площин x+2y−z−2 = 0, 3x−y−z−3 =
0 i x + 2y + z − 4 = 0.

8. Скласти параметричнi рiвняння прямої, яка проходить через
двi заданi точки M1(1; 1;−2), M2(3;−1; 0).

9. Знайти канонiчнi та параметричнi рiвняння прямої 2x + 3y −
z − 4 = 0, 3x− 5y + 2z + 1 = 0.

10. Знайти гострий кут мiж прямими
x− 3

1
=

y + 2
−1

=
z√
2
;

x + 2
1

=
y − 3

1
=

z + 5√
2

.

11. Для якого значення m пряма
x + 1

3
=

y − 2
m

=
z + 3
−2

пара-
лельна площинi x− 3y + 6z + 7 = 0?

12. Знайти точку перетину прямої
x− 1

1
=

y + 1
−2

=
z

6
i площини

2x + 3y + z − 1 = 0.

13. Знайти кут мiж прямою
x− 1

2
=

y

1
=

z

−2
i площиною x +

2y + 2z + 3 = 0.

14. Знайти вiдстань вiд точки M1(1;−1;−2) до прямої
x + 3

3
=

y + 2
2

=
z − 8
−2

.
15. Знайти канонiчнi й параметричнi рiвняння прямої, що утво-

рює з осями координат кути α =
π

3
, β =

π

4
, γ =

2π

3
i проходить через

точку M0(−1; 0; 5).

157



16. Записати рiвняння площини, яка проходить через точку

M(−1; 2;−3) перпендикулярно до прямої
x + 2

4
=

y − 1
3

=
z + 3

2
.

17. Знайти проекцiю M1 точки M(5; 2;−1) на площину 2x− y +
3z + 23 = 0.

18. Знайти проекцiю N точки M(4; 3; 10) на пряму
x− 1

2
=

y − 2
4

=
z − 3

5
.

19. Скласти рiвняння прямої, яка проходить через точку
M0(3; 2;−1) i перетинає вiсь Ox пiд прямим кутом.

20. Записати рiвняння прямої, яка паралельна осi Oy i проходить
через точку M0(1;−1; 2).

Вiдповiдi

1. 2x− 3z − 27 = 0. 2. 4x− 3y − z − 7 = 0. 3. x + y + z + 5 = 0.

4. 1) ϕ = π; 2) ϕ =
π

2
. 5. d = 4. 6. d =

41
6
. 7.

(
11
7

;
5
7
; 1

)
. 8. x = t + 3,

y = −t − 1, z = t, t ∈ R. 9.
x− 1

1
=

y

−7
=

z + 2
−19

; x =

t + 1, y = −7t, z = −19t + 2, t ∈ R. 10. 600. 11. m = −3.

12. (2;−3; 6). 13. 00. 14. 7. 15.
x + 1

1
=

y√
2

=
z − 5
−1

, x = t − 1, y =
√

2t, z = 5 − t, t ∈ R. 16. 4x + 3y + 2z + 4 = 0. 17. M1(1; 4;−7).

18. N(3; 6; 8). 19.
x− 3

0
=

y − 2
−2

=
z + 1

1
. 20.

x− 1
0

=
y + 1

1
=

z − 2
0

або
{

x− 1 = 0,
z − 2 = 0.
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§3. Пряма на площинi

3.1. Нормальний вектор прямої. Рiвняння пря-
мої, що проходить через дану точку перпендику-
лярно до заданого вектора. З попереднього параграфа
вiдомо, що пряму в просторi можна задати як перетин двох
площин. Розглянемо частинний випадок, коли одна з площин
z = 0, тобто пряма розглядається на площинi Oxy:

{
Ax + By + Cz + D = 0,

z = 0.
(31)

Якщо у перше рiвняння пiдставити z = 0, то дiстанемо систему
{

Ax + By + D = 0,
z = 0.

(32)

що визначає пряму перетину координатної площини Oxy пло-
щиною Ax + By + D = 0, яка паралельна осi Oz.

Нормальний вектор −→n = (A;B; 0) площини Ax+By+D = 0
одночасно є нормальним вектором прямої, що задана системою
(32).

Якщо наперед вiдомо, що пряма розглядається на площинi
Oxy, то друге рiвняння системи (32) опускається.

Отже, пряма в R2 визначається одним рiвнянням

Ax + By + C = 0,

яке називається загальним рiвнянням прямої на площинi,
якщо коефiцiєнти A i B не дорiвнюють нулю одночасно. Ми
замiнили в позначеннях D на C для зручностi.

Вектор −→n = (A; B) називається нормальним вектором
прямої на площинi.

Можна вивести рiвняння прямої на площинi iншим спосо-
бом.

Розглянемо пряму L на площинi. Нехай M0(x0; y0) деяка
її точка, а −→n = (A; B) ненульовий вектор, перпендикулярний
цiй прямiй, тобто нормальний вектор даної прямої. Точка M0
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i нормальний вектор −→n повнiстю визначають положення пря-
мої L на площинi. Вiзьмемо довiльну точку M(x; y) прямої L.
За умовою вектор −−−→M0M = (x − x0; y − y0) перпендикулярний
вектору −→n = (A; B), тобто −→n −−−→

M0M = 0 або

A(x− x0) + B(y − y0) = 0. (33)

6

-

I
~n = (A;B)

y

x
M0(x0; y0)

M(x; y)

O

Одержане рiвняння задовольняють координати довiльної
точки M(x; y) прямої L. Якщо деяка точка M1(x1; y1) не ле-
жить на прямiй L, то її координати не задовольняють рiвняння
(33), оскiльки в цьому випадку −→n −−−−→

M0M1 6= 0. Отже, рiвняння
(33) є рiвнянням прямої L. Воно називається рiвнянням пря-
мої, що проходить через дану точку перпендикулярно
до заданого вектора.

Приклад 1. Знайти рiвняння прямої, що проходить через точ-
ку M0(−1; 3) перпендикулярно до вектора −→n = (2;−5).

J Скористаємося рiвнянням (33), де A = 2, B = −5, x0 = −1,
y0 = 3:

2(x + 1)− 5(y − 3) = 0

або
2x− 5y + 17 = 0. I

3.2. Точка перетину прямих. Побудова прямої за
її рiвнянням. Нехай задано двi прямi A1x + B1y + C1 = 0
(L1) та A2x + B2y + C2 = 0 (L2) i треба знайти точку їхнього
перетину. Оскiльки ця точка належить кожнiй з двох заданих
прямих, то її координати повиннi задовольняти як рiвняння
першої прямої, так i рiвняння другої прямої.
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Отже, для знаходження координат точки перетину двох
прямих, треба розв’язати систему рiвнянь

{
A1x + B1y + C1 = 0,
A2x + B2y + C2 = 0.

Якщо ця система має єдиний розв’язок (x0, y0), то у цьо-
му випадку прямi L1 i L2 перетинаються в однiй точцi (x0; y0).
Якщо ж система не має розв’язкiв, то прямi L1 i L2 не пере-
тинаються, тобто L1 ‖ L2. У випадку, коли система має безлiч
розв’язкiв, то прямi L1 i L2 збiгаються.

Приклад 2. Знайти точку перетину прямих 2x + y − 1 = 0 i
x + 2y + 1 = 0.

J Координати шуканої точки перетину знайдемо, розв’язавши
систему рiвнянь {

2x + y = 1,
x + 2y = −1.

Маємо

x =

∣∣∣∣
1 1
−1 2

∣∣∣∣
∣∣∣∣

2 1
1 2

∣∣∣∣
=

2 + 1
4− 1

=
3
3

= 1,

y =

∣∣∣∣
2 1
1 −1

∣∣∣∣
∣∣∣∣

2 1
1 2

∣∣∣∣
=
−2− 1
4− 1

=
−3
3

= −1,

тобто точка перетину M має координати x = 1 i y = −1. I
Для побудови прямої за вiдомим рiвнянням досить знати

двi її точки. Щоб знайти кожну з цих точок, задамо довiльне
значення однiєї з її координат, а потiм iз рiвняння одержимо
вiдповiдне значення другої координати.

Якщо в загальному рiвняннi прямої Ax+By+C = 0 обидва
коефiцiєнти при x i y не дорiвнюють нулю, тобто A 6= 0 i B 6=
0, то для побудови цiєї прямої найкраще знаходити точки її
перетину з осями координат.

Приклад 3. Побудувати пряму 2x + y − 2 = 0.
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J Знайдемо точку M1(x1; y1) перетину даної прямої з вiссю Ox.
Для цього розв’яжемо сумiсно їхнi рiвняння:

{
2x + y − 2 = 0,

y = 0,

звiдки x1 = 1, y1 = 0. Отже, знайдено точку M1(1; 0) перетину прямої
з вiссю абсцис. Розв’язуючи аналогiчно систему

{
2x + y − 2 = 0,

x = 0,

знаходимо точку M2(0; 2) перетину прямої з вiссю ординат. За точ-
ками M1 i M2 будуємо нашу пряму

-

6

L

M1(1; 0)

M2(0; 2)

y

2x + y − 2 = 0

x . I0

Приклад 4. Побудувати пряму x + 2y = 0.
J Очевидно, що задана пряма проходить через точку O(0; 0).

Для того щоб знайти другу точку, через яку проходить ця пряма,
вiзьмемо x = 2, тодi 2 + 2y = 0 або y = −1. Отже, другою точкою є
M1(2;−1)

6

O

2

−1 M1(2;−1)
x

y

- . I

3.3. Напрямний вектор прямої. Канонiчне рiв-
няння прямої. Розглянемо на площинi Oxy довiльну пряму
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L. Її положення повнiстю визначається заданням будь-якої її
точки M0(x0; y0) i ненульового вектора −→s = (m;n), який па-
ралельний данiй прямiй або лежить на нiй. Цей вектор нази-
вається напрямним вектором прямої L.

y 6

3

x-
~s

L

M0

M

Нехай M(x; y) – довiльна точка прямої L. Оскiльки векто-
ри −−−→

M0M = (x − x0; y − y0) i −→s = (m; n) колiнеарнi, то їхнi
координати пропорцiйнi

x− x0

m
=

y − y0

n
. (34)

Одержане рiвняння задовольняють координати довiльної
точки M(x; y) прямої L i не задовольняють координати точок
M1(x1; y1), що не лежать на цiй прямiй. Воно називається ка-
нонiчним рiвнянням прямої L.

Якщо пряма L проходить через точку M0(x0; y0) паралель-
но осi Oy, то її рiвняння x = x0. Напрямний вектор цiєї прямої
−→s = (0;n), а тому з (34) одержуємо рiвняння

x− x0

0
=

y − y0

n
.

Аналогiчно, канонiчне рiвняння прямої, що паралельна осi
Ox, має вигляд y = y0 або

x− x0

m
=

y − y0

0
.

Нехай задано двi точки M1(x1; y1) i M2(x2; y2) на площинi.
Складемо канонiчне рiвняння прямої, що проходить через цi
точки. За її напрямний вектор −→s вiзьмемо вектор −−−−→

M1M2 =
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(x2−x1; y2−y1). Використовуючи формулу (34) при m = x2−x1,
n = y2 − y1, одержуємо

x− x1

x2 − x1
=

y − y1

y2 − y1
. (35)

Рiвняння (35) називається рiвнянням прямої, що про-
ходить через двi заданi точки.

Приклад 5. Скласти рiвняння прямої L, що проходить через
початок координат, перпендикулярно до прямої L1, яка проходить
через точки M1(4;−3) i M2(−1; 0).

J Знайдемо спочатку рiвняння прямої L1, що проходить через
точки M1(4;−3) i M2(−1; 0):

x− 4
−5

=
y + 3

3

або
3x + 5y + 3 = 0.

Рiвняння шуканої прямої L, яка проходить через точку O(0; 0)
має вигляд

Ax + By = 0.

Щоб знайти A i B, скористаємося тим, що L⊥L1, отже, нормаль-
ний вектор −→n = (A; B) прямої L колiнеарний напрямному вектору
−→s = (−5; 3) прямої L1, тобто

A

−5
=

B

3
або A = −5

3
B.

Тому рiвняння прямої L таке: − 5
3Bx + By = 0 або 5x− 3y = 0. I

3.4. Рiвняння прямої, що проходить через задану
точку в заданому напрямку. Пучок прямих. Нехай на
площинi Oxy задано пряму L, яка перетинає вiсь Ox у точцi M .
Кутом α мiж прямою Ox i прямою L називається найменший
кут, на який треба повернути навколо точки M проти годинни-
кової стрiлки вiсь Ox до сумiщення її з прямою. Якщо пряма
збiгається з вiссю Ox або паралельна до неї, то кут α дорiвнює
нулю.

Розглянемо на площинi Oxy пряму L, яка не паралельна
осi Oy. Її положення повнiстю визначається кутом α мiж вiссю
Ox та прямою L i точкою M0(x0; y0), що належить цiй прямiй.
За напрямний вектор даної прямої вiзьмемо одиничний вектор
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−→s 0 = (cosα; sinα), який утворює з вiссю Ox той самий кут, що
й пряма L.

-

6

µ

α
α

x

y

−→s0M0

L

0
M

Тому в рiвняннi (34) треба взяти m = cosα, n = sin α, а це
означає, що воно запишеться у виглядi

x− x0

cosα
=

y − y0

sinα

або
y − y0 = tg α(x− x0).

Позначивши tg α = k, останнє рiвняння запишемо у виглядi

y − y0 = k(x− x0). (36)

Число k = tg α називається кутовим коефiцiєнтом пря-
мої, а рiвняння (36) – рiвнянням прямої, що проходить
через дану точку в заданому напрямку.

Запишемо рiвняння (36) у виглядi

y = kx + b, (37)

де b = y0 − kx0. Рiвняння (37) називається рiвнянням пря-
мої з кутовим коефiцiєнтом, а ордината b – вiдрiзком, що
вiдтинає пряма на осi Oy.

Розглянемо деякi частиннi випадки рiвняння (37). Якщо
b = 0, то рiвняння (37) набуває вигляду

y = kx. (38)

У цьому випадку пряма проходить через початок координат.
Iнший частинний випадок рiвняння (37) одержимо, коли

k = tg α = 0, тобто α = 0:

y = b. (39)
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Це рiвняння прямої, паралельної осi Ox.
Якщо пряма L, не перпендикулярна осi Ox, задана загаль-

ним рiвнянням
Ax + By + C = 0,

причому B 6= 0, то, розв’язуючи його вiдносно y, дiстаємо рiв-
няння прямої з кутовим коефiцiєнтом

y = −A

B
x− C

B
,

де k = −A
B , b = −C

B .
Приклад 6. Скласти рiвняння прямої, що проходить через точ-

ку M0(2;−1) й утворює з вiссю Ox кут α =
π

6
.

J Знайдемо кутовий коефiцiєнт прямої k = tg α = tg
π

6
=

1√
3
.

Згiдно з формулою (36) рiвняння прямої має вигляд

y + 1 =
1√
3
(x− 2)

або
x−

√
3y − 2−

√
3 = 0. I

Приклад 7. Дано загальне рiвняння прямої 2x − 2y − 3 = 0.
Знайти вiдрiзок, який вiдтинає ця пряма на осi Oy, а також кут мiж
вiссю Ox i даною прямою.

J Розв’язавши дане рiвняння вiдносно y, отримаємо рiвняння з
кутовим коефiцiєнтом: y = x − 3

2 , де k = tg α = 1, b = − 3
2 . Отже,

вiдрiзок, що його вiдтинає пряма на осi ординат, дорiвнює −3
2
, а кут

α мiж вiссю Ox i даною прямою дорiвнює
π

4
. I

3.5. Кут мiж двома прямими. Умови паралель-
ностi й перпендикулярностi двох прямих. Нехай двi
прямi L1 i L2 перетинаються в точцi M . У залежностi вiд того,
якими рiвняннями визначаються цi прямi, ми одержимо вiдпо-
вiднi формули для знаходження кута мiж ними.

Якщо прямi L1 i L2 заданi загальними рiвняннями A1x +
B1y + C1 = 0 (L1) i A2x + B2y + C2 = 0 (L2), то кут мiж ними
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– це кут ϕ мiж їхнiми нормальними векторами −→n 1 = (A1; B1)
i −→n 2 = (A2; B2), а тому

cosϕ =
−→n 1

−→n 2

|−→n 1||−→n 2| =
A1A2 + B1B2√

A2
1 + B2

1

√
A2

2 + B2
2

. (40)

Якщо прямi L1 i L2 заданi своїми канонiчними рiвняннями
x− x1

m1
=

y − y1

n1
(L1),

x− x2

m2
=

y − y2

n2
(L2), то кут мiж ними

– це кут ϕ мiж їхнiми напрямними векторами −→s 1 = (m1; n1) i
−→s 2 = (m2;n2), тобто

cosϕ =
−→s 1

−→s 2

|−→s 1||−→s 2| =
m1m2 + n1n2√

m2
1 + n2

1

√
m2

2 + n2
2

. (41)

У випадку, коли рiвняння прямих L1 i L2 мають вигляд
y = k1x + b1 (L1) i y = k2x + b2 (L2), то

tg ϕ = tg(α2 − α1) =
tg α2 − tg α1

1 + tg α1 tg α2

або
tg ϕ =

k2 − k1

1 + k1k2
, (42)

оскiльки tg α1 = k1, tg α2 = k2. При цьому кут ϕ вiдраховується
у напрямку вiд прямої L1 до прямої L2.

-

6

α1
α2

α2 α1

ϕ
L1

L2

x

y

0

Опишемо умови паралельностi й перпендикулярностi пря-
мих L1 i L2. Якщо прямi L1 i L2 заданi своїми загальними
рiвняннями, то

L1||L2 ⇔ −→n 1||−→n 2 ⇔ A1

A2
=

B1

B2
, (43)
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L1⊥L2 ⇔ −→n 1⊥−→n 2 ⇔ A1A2 + B1B2 = 0. (44)

Якщо ж виконується умова
A1

A2
=

B1

B2
=

C1

C2
, то прямi L1 i

L2 збiгаються.
У випадку, коли прямi L1 i L2 заданi канонiчними рiвнян-

нями, то
L1||L2 ⇔ −→s 1||−→s 2 ⇔ m1

m2
=

n1

n2
, (45)

L1⊥L2 ⇔ −→s 1⊥−→s 2 ⇔ m1m2 + n1n2 = 0. (46)

Якщо L1 i L2 визначаються рiвняннями з кутовим коефi-
цiєнтом, то

L1||L2 ⇔ α1||α2 ⇔ tg α1 = tg α2 ⇔ k1 = k2, (47)

L1⊥L2 ⇔ ϕ =
π

2
⇔ ctg ϕ =

1 + k1k2

k2 − k1
= 0 ⇔

⇔ 1 + k1k2 = 0 ⇔ k1k2 = −1. (48)

Приклад 8. Знайти кут мiж прямими 3x+y−6 = 0 i x+2y+1 =
0.

J Запишемо данi рiвняння у виглядi y = −3x + 6 i y = −1
2
x− 1

2
та скористаємося формулою (42), де k1 = −3, k2 = − 1

2 :

tg ϕ =
k2 − k1

1 + k1k2
=

−1/2 + 3
1 + (−3)(−1/2)

= 1,

тобто ϕ =
π

4
. I

Приклад 9. Знайти рiвняння прямої L, що проходить через
точку M0(3;−5) паралельно прямiй L1, яка проходить через точки
M1(0;−2) i M2(−1; 3).

J Рiвняння прямої L1, яка проходить через точки M1 i M2, має
вигляд:

x− 0
−1− 0

=
y + 2
3 + 2

або y = −5x− 2, де k1 = −5.
Знайдемо тепер рiвняння прямої L, скориставшись (36):

y + 5 = −5(x− 3)
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або
y = −5x + 10. I

3.6. Вiдстань вiд точки до прямої.

6~n = (A; B)
P M0

ϕ

M1

d
L

N

Нехай треба знайти вiдстань d вiд точки M0(x0; y0) до пря-
мої L, що задана рiвнянням Ax + By + C = 0. Вiзьмемо
на прямiй L довiльну точку M1(x1; y1) i розглянемо вектор−−−−→
M1M0 = (x0 − x1; y0 − y1). Через точку M0 проведемо пряму
паралельно до прямої L. Тодi

d = |−−−→M0N | = |−−−→PM1| = |пр−→n
−−−−→
M1M0| = ||−−−−→M1M0| cosϕ|.

Знайдемо cosϕ, де ϕ = ( ̂−−−−→M1M0,−→n ). Оскiльки cosϕ =
−→n ·−−−−→M1M0

|−→n ||−−−−→M1M0|
, то

d =
|A(x0 − x1) + B(y0 − y1)|√

A2 + B2
=
|Ax0 + By0 −Ax1 −By1|√

A2 + B2
.

Точка M1 ∈ L, тому Ax1 + By1 = −C, а отже,

d =
|Ax0 + By0 + C|√

A2 + B2
. (49)

Приклад 10. Знайти вiдстань вiд точки C, яка дiлить вiдрiзок
iз кiнцями A(−2; 1) i B(3; 2) у вiдношеннi 3:2, до прямої 2x−5y+1 = 0.

J Знайдемо спочатку координати точки C:

xC =
xA + λxB

1 + λ
, yC =

yA + λyB

1 + λ
;

xC =
−2 + 3

2 · 3
1 + 3/2

= 1, yC =
1 + 3

2 · 2
1 + 3/2

=
8
5
.
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Тодi вiдстань d вiд точки C(1;
8
5
) до прямої 2x−5y+1 = 0 знаходимо

за формулою (49):

d =
|2 · 1− 5 · 8

5 + 1|√
4 + 25

=
5√
29

. I

Приклад 11. Трикутник задано вершинами A(1; 2), B(−2; 1) i
C(2; 3). Знайти довжину його висоти, опущеної з вершини A.

J Знайдемо рiвняння прямої, що проходить через точки B(−2; 1)
i C(2; 3):

x− 2
−2− 2

=
y − 3
1− 3

або x− 2y + 4 = 0.

Шукану довжину висоти знайдемо за формулою (49), як вiдстань
вiд точки A(1; 2) до прямої BC:

d =
|1− 2 · 2 + 4|√

12 + (−2)2
=

1√
5

=
√

5
5

. I

Вправи

1. Дано пряму 2x + 3y + 4 = 0. Скласти рiвняння прямої, яка
проходить через точку M0(2; 1): 1) паралельно до заданої прямої; 2)
перпендикулярно до заданої прямої.

2. Вiдомi середини сторiн трикутника: M1(2; 1), M2(5; 3) i
M3(3;−4). Знайти рiвняння його сторiн.

3. Знайти кут мiж прямими: 1) 5x− y + 7 = 0 та 2x− 3y + 1 = 0;

2) y = 2x− 3 та y =
1
2
x + 1.

4. Знайти вiдстань вiд точки M0(2;−1) до прямої, яка вiдтинає
на осях координат вiдрiзки величиною a = 8 i b = 6.

5. Знайти рiвняння прямої, яка вiдображає змiну врожайностi 1
га орної землi протягом сiмнадцяти рокiв, якщо в перший рiк з 1 га
було зiбрано 21 ц зернових, а в останнiй – 37 ц.

6. При яких α i β прямi αx − 2y − 1 = 0 та 6x − 4y − β = 0 1)
мають спiльну точку; 2) паралельнi; 3) збiгаються?

7. Скласти рiвняння прямої, яка проходить через точку
M0(−2; 3) на однакових вiдстанях вiд точок M1(5;−1) i M2(3; 7).

8. Задано вершини трикутника A(0; 1), B(6; 5) i C(12;−1). Скла-
сти рiвняння висоти трикутника, яка проведена з вершини C.

9. Довести, що прямi 3x − 5y + 7 = 0 i 10x + 6y − 3 = 0 перпен-
дикулярнi.
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10. Написати рiвняння прямої, яка проходить через точку пере-
тину прямих 2x − 3y − 1 = 0 i 3x − y − 2 = 0 перпендикулярно до
прямої y = x + 1.

11. Через точки перетину прямої x−2y+6 = 0 з осями координат
провести прямi до неї перпендикулярнi.

12. Задано вершини трикутника A(1;−2), B(5; 4) i C(−2; 0). За-
писати рiвняння бiсектриси його внутрiшнього кута при вершинi A.

13. Знайти координати точки, симетричної точцi M(−2; 9) вiд-
носно прямої 2x− 3y + 18 = 0.

14. Записати рiвняння прямих, на яких лежать бiсектриси кутiв
мiж прямими 3x− 4y + 7 = 0 i 5x + 12y − 1 = 0.

15. Записати рiвняння прямих, на яких лежать катети прямокут-
ного рiвнобедреного трикутника, якщо вiдомi координати вершини
C(5;−1) прямого кута й рiвняння гiпотенузи 2x− 3y + 5 = 0.

16. При яких значеннях параметра a пряма
(a− 3)x + (a2 − 4)y + a2 − 7a + 1 = 0

1) паралельна осi Ox; 2) паралельна осi Oy; 3) проходить через по-
чаток координат.

Вiдповiдi

1. 1) 2x + 3y − 7 = 0; 2) 3x− 2y − 4 = 0. 2. 7x− 2y − 12 = 0; 5x+

y − 28 = 0; 2x − 3y − 18 = 0. 3. 1)
π

4
; 2) arctg

3
7
. 4. d = 4, 4.

5. y = x + 20. 6. 1) α 6= 3, β – довiльне; 2) α = 3, β – довiльне;
3) α = 3, β = 2. 7. 4x + y + 5 = 0 або y − 3 = 0. 8. 3x + 2y − 34 = 0.

10. 7x+7y−6 = 0. 11. 2x+y+12 = 0, 2x+y−3 = 0. 12.
x− 1
1
3 − 1

=
y + 2
4
3 + 2

або 5x + y− 3 = 0. 13. (2; 3). 14. 7x− 56y + 48 = 0, 32x + 4y + 43 = 0.

15. y + 1 = 5(x − 5), y + 1 = −1
5
(x − 5). 16. 1) a = 3; 2) a = ±2;

3) a1 = 2, a2 = 5.
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§4. Кривi другого порядку

4.1. Рiвняння кривої другого порядку. На площинi,
в деякiй прямокутнiй системi координат Oxy розглянемо рiв-
няння другого порядку

Ax2 + Bxy + Cy2 + Dx + Ey + F = 0, (50)

де A, B, C, D, E, F – заданi дiйснi числа i, крiм того, принайм-
нi одне з чисел A, B або C вiдмiнне вiд нуля. Сукупнiсть точок
площини, координати яких задовольняють рiвняння (50), на-
зивається кривою другого порядку. Може трапитися, що
немає точок iз дiйсними координатами, якi задовольняють рiв-
няння (50). У цьому випадку кажуть, що рiвняння (50) визна-
чає уявну криву другого порядку.

Ранiше ми вивели рiвняння кола з центром у точцi
M0(x0; y0) i радiусом R:

(x− x0)2 + (y − y0)2 = R2. (51)

Якщо розкрити дужки в рiвняннi (51), то дiстанемо рiвняння
кола у такому виглядi:

x2 + y2 − 2x0x− 2y0y + x2
0 + y2

0 −R2 = 0.

Це рiвняння є рiвнянням вигляду (50), де коефiцiєнт B = 0,
а A = C. Легко бачити, що рiвняння (50), у якому A = C,
а B = 0 визначає коло, якщо воно взагалi визначає деякий
реальний об’єкт.

Приклад 1. Довести, що рiвняння x2 + y2 − 2x + 4y − 11 = 0
визначає коло i знайти координати його центра й радiус.

J Оскiльки A = C i B = 0, то рiвняння визначає коло. Щоб
знайти центр i радiус даного кола, запишемо рiвняння у виглядi

(x2 − 2x + 1) + (y2 + 4y + 4) = 16

або
(x− 1)2 + (y + 2)2 = 42.

Отже, центр кола M0(1;−2), а радiус R = 4. I

172



Приклад 2. Довести, що рiвняння x2 + y2 + 6x − 6y + 22 = 0
не визначає нiякої дiйсної лiнiї.

J Видiлимо у рiвняннi повнi квадрати:

(x2 + 6x + 9) + (y2 − 6y + 9) = −4,

або
(x + 3)2 + (y − 3)2 = −4.

Оскiльки лiва частина не може бути вiд’ємною, а права частина
є вiд’ємним числом, то дане рiвняння не задовольняють координати
жодної точки площини. Кажуть, що рiвняння задає уявне коло. I

У наступних пунктах ми розглянемо iншi кривi другого по-
рядку: елiпс, гiперболу й параболу.

Важливу роль при вивченнi питання про те, яку лiнiю
визначає рiвняння (50), вiдiграє перетворення системи коор-
динат на площинi.

4.2. Перетворення систем координат на площинi.
Нехай є двi декартовi прямокутнi системи координат Oxy i
O′x′y′.

6

-

µI

*

6

y

y′
x′

x

M

O

O′

~i
-

6~j µI
~i′

~j′

α

Розглянемо деяку точку M , ко-
ординатами якої в системi Oxy є
(x; y), а в системi Ox′y′ – (x′; y′).
Вважатимемо, що точка O′ має
в системi координат Oxy коорди-
нати (a; b). Знайдемо зв’язок мiж
старими координатами (x; y) точ-
ки M i новими (x′; y′).
Маємо

−−→
OM =

−−→
OO′ +

−−−→
O′M, (52)

де −−→OM = x ~i + y ~j,
−−−→
O′M = x′~i′ + y′~j′,

−−→
OO′ = a ~i + b ~j.

Розкладемо вектори ~i′ та ~j′ по базису ~i, ~j. Якщо позначити
через α кут, який утворює вiсь O′x′ iз вiссю Ox, то матимемо:

~i′ = (прOx
~i′) ~i + (прOy

~i′) ~j, ~j′ = (прOx
~j′) ~i + (прOy

~j′) ~j
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або
~i′ = cosα ~i + sin α ~j, ~j′ = − sinα ~i + cosα ~j. (53)

Тодi рiвнiсть (52) можна подати у виглядi

x ~i + y ~j = a ~i + b ~j + x′(cos α ~i + sinα ~j)+

+y′(− sinα ~i + cosα ~j).

Звiдси випливає, що
{

x = a + x′ cosα− y′ sinα,
y = b + x′sinα + y′ cosα.

(54)

Формули (54) називаються формулами перетворення
декартової системи координат на площинi.

Якщо α = 0, то маємо паралельне перенесення системи
координат в точку O′(a; b):

{
x = a + x′,
y = b + y′.

У випадку, коли O = O′, одержуємо формули повороту
осей: {

x = x′ cosα− y′ sinα,
y = x′sinα + y′ cosα.

(55)

Приклад 3. Виразити старi координати точки x i y через її
новi координати x′, y′ при поворотi осей на кут ϕ = π

3 .

J Оскiльки cos
π

3
=

1
2
, sin

π

3
=
√

3
2

, то згiдно з формулами (55)
маємо

x = x′
1
2
− y′

√
3

2
, y = x′

√
3

2
+ y′

1
2

або
x =

1
2
(x′ −

√
3y′), y =

1
2
(
√

3x′ + y′). I

4.3. Елiпс. Елiпсом називається множина усiх точок пло-
щини, сума вiдстаней кожної з яких вiд двох даних точок цiєї
площини, якi називаються фокусами, є сталою величиною,
бiльшою за вiдстань мiж фокусами.

174



Позначимо фокуси через F1 i F2, вiдстань мiж ними – через
2c, а сталу величину, що дорiвнює сумi вiдстаней кожної точки
елiпса до фокусiв, через 2a. Згiдно з умовою 2a > 2c, тобто
a > c.

Побудуємо декартову систему координат так, щоб фокуси
F1 i F2 лежали на осi абсцис, а початок координат збiгався iз
серединою вiдрiзка F1F2. У такiй системi координат фокуси
мають координати F1(−c; 0) i F2(c; 0).

-

6

O
x

M(x; y)
y

F1(−c; 0) F2(c; 0)

Виведемо рiвняння елiпса
у вибранiй системi коор-
динат. Вiзьмемо довiльну
точку M(x; y) елiпса. Згiдно з
означенням елiпса

MF1 + MF2 = 2a.

Скориставшись формулою для вiдстанi мiж двома точка-
ми, одержимо MF1 =

√
(x + c)2 + y2, MF2 =

√
(x− c)2 + y2, а

тому √
(x + c)2 + y2 +

√
(x− c)2 + y2 = 2a. (56)

Для спрощення цього рiвняння запишемо його у виглядi
√

(x + c)2 + y2 = 2a−
√

(x− c)2 + y2.

Пiднiсши обидвi частини рiвняння до квадрата, дiстанемо

(x + c)2 + y2 = 4a2 + (x− c)2 + y2 − 4a
√

(x− c)2 + y2,

або пiсля очевидних перетворень

cx− a2 = −a
√

(x− c)2 + y2.

Тепер, пiсля пiднесення до квадрата i подальшого спрощення,
матимемо

c2x2 − 2cxa2 + a4 = a2((x− c)2 + y2)

або
(a2 − c2)x2 + a2y2 = a2(a2 − c2). (57)

175



Оскiльки a > c, то a2 − c2 є додатним числом. Уведемо
позначення

a2 − c2 = b2. (58)

Тодi рiвняння (57) запишеться у виглядi b2x2 + a2y2 = a2b2 або

x2

a2
+

y2

b2
= 1. (59)

Згiдно з означенням елiпса координати будь-якої його точки
задовольняють рiвняння (56). Оскiльки рiвняння (59) є наслiд-
ком рiвняння (56), то його також задовольняють координати
довiльної точки елiпса.

Можна довести, що координати точок, якi не лежать на
елiпсi, не задовольняють рiвняння (59). Отже, рiвняння (59) є
рiвнянням елiпса. Воно називається канонiчним рiвнянням
елiпса.

Вивчимо форму елiпса, користуючись його канонiчним рiв-
нянням. Зауважимо, що дане рiвняння мiстить тiльки парнi
степенi x i y. Це означає, що будь-яка точка M(x; y) належить
елiпсу одночасно з точками M1(x;−y), M2(−x; y) i M3(−x;−y),
якi симетричнi до точки M вiдносно осей Ox i Oy. Отже, елiпс
має двi взаємно перпендикулярнi осi симетрiї, якi у вибранiй
системi координат збiгаються з осями координат. Осi симетрiї
елiпса надалi називатимемо осями елiпса, а точку їхнього пе-
ретину – центром елiпса. Вiсь, на якiй розмiщенi фокуси (у
даному випадку вiсь абсцис), називається фокальною вiссю.

Визначимо форму елiпса у першiй чвертi. Для цього
розв’яжемо рiвняння (59) вiдносно y:

y =
b

a

√
a2 − x2.

Очевидно, що тут 0 ≤ x ≤ a, оскiльки вираз пiд знаком
кореня повинен бути невiд’ємним. При зростаннi x вiд 0 до a
величина y зменшується вiд b до a. Частина елiпса, яка лежить
у першiй чвертi, це дуга, обмежена точками B(0; b) i A(a; 0),
якi лежать на осях координат. Скориставшись тепер симет-
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рiєю елiпса, одержуємо, що елiпс має форму, яка зображена
на рис. 1.

-

6

F1(−c; 0) F2(c; 0)

Рис. 1

O
x

y

A1(−a; 0) A(a; 0)

B(0; b)

B1(0;−b)

Точки перетину елiпса з ося-
ми називається вершина-
ми елiпса. Iз симетрiї елiп-
са випливає, що крiм вер-
шин A(a; 0) i B(0; b) елiпс
має ще двi вершини A1(−a; 0)
i B1(0;−b). Вiдрiзки AA1 i
BB1, якi з’єднують проти-
лежнi вершини елiпса, а та-
кож їхнi довжини 2a i 2b, на-
зиваються вiдповiдно вели-

кою й малою осями елiпса. Числа a i b називаються вiдпо-
вiдно великою й малою пiвосями елiпса.

Вiдношення
c

a
половини вiдстанi мiж фокусами до бiльшої

пiвосi елiпса називається ексцентриситетом елiпса i позна-
чається лiтерою ε:

ε =
c

a
. (60)

Оскiльки c < a, то ексцентриситет елiпса менший одини-
цi, тобто ε < 1. Ексцентриситет характеризує форму елiпса.

Справдi, iз формули (58) випливає, що
(

b

a

)2

= 1 −
( c

a

)2
=

1 − ε2. Звiдси видно, що чим менший ексцентриситет елiпса,
тим менше вiдрiзняється його мала пiввiсь b вiд великої пiвосi
a, тобто тим менше витягнутий елiпс уздовж фокальної осi.

У граничному випадку при b = a одержимо коло радiуса
a: x2

a2 + y2

a2 = 1, або x2 + y2 = a2. При цьому c =
√

a2 − b2 =√
a2 − a2 = 0, i фокуси елiпса збiгаються з центром кола. Екс-

центриситет кола дорiвнює нулю: ε = 0
a = 0.

Приклад 4. Знайти канонiчне рiвняння елiпса, якщо його ве-
лика пiввiсь a = 5, а ексцентриситет ε = 0, 6.

J Згiдно з умовою ε =
c

a
= 0, 6, а тому половина вiдстанi мiж

фокусами c = a · 0, 6 = 5 · 0, 6 = 3. Тодi b2 = a2 − c2 = 25− 9 = 16.
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Отже, шукане канонiчне рiвняння елiпса має вигляд

x2

25
+

y2

16
= 1. I

Приклад 5. Скласти канонiчне рiвняння елiпса, якщо його ве-
лика пiввiсь a = 4 i вiн проходить через точку M0(2;−3).

J Канонiчне рiвняння елiпса при a = 4 має вигляд

x2

42
+

y2

b2
= 1.

Оскiльки даний елiпс проходить через точку M0, то її координати
повиннi задовольняти рiвняння елiпса, тобто

22

16
+

(−3)2

b2
= 1.

Звiдси одержуємо,що b2 = 12, а тому шукане рiвняння елiпса

x2

16
+

y2

12
= 1. I

Директрисами елiпса називаються двi прямi, перпендику-
лярнi до фокальної осi елiпса i симетрично розмiщенi вiдносно
центра кривої на вiдстанi

a

ε
вiд нього.

Оскiльки для елiпса ε < 1, то
a

ε
> a, а це означає, що

директриси розмiщенi зовнi елiпса. Рiвняння директрис елiпса

x = ±a

ε
.

-

6

r1 r2

O
x

y

F1 F2

M

x = −a

ε

d1 d2

x =
a

ε
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Доведено [6], що вiдношення довжини фокального радiуса
довiльної точки елiпса до вiдстанi цiєї точки до вiдповiдної ди-
ректриси є сталою величиною, що дорiвнює ексцентриситету,
тобто

r1

d1
= ε i

r2

d2
= ε.

Фокальнi радiуси точки M(x; y) елiпса можна обчислювати
за формулами

r1 = a + εx, r2 = a− εx.

4.4. Гiпербола. Гiперболою називається множина то-
чок площини, абсолютна величина рiзницi вiдстаней кожної з
яких вiд двох даних точок цiєї площини, якi називаються фо-
кусами, є сталою величиною, що не дорiвнює нулю i менша
вiд вiдстанi мiж фокусами.

Позначимо вiдстань мiж фокусами F1 i F2 через 2c, а сталу
величину, що дорiвнює модулю рiзницi вiдстаней вiд кожної
точки гiперболи до фокусiв, через 2a, причому 0 < 2a < 2c або
0 < a < c.

Як й у випадку елiпса виберемо систему координат так,
щоб вiсь абсцис проходила через фокуси F1 i F2, а за початок
координат вiзьмемо середину вiдрiзка F1F2. У данiй системi
координат фокуси мають координати F1(−c; 0) i F2(c; 0).

Виведемо рiвняння гiперболи у вибранiй системi координат.
Згiдно з означенням гiперболи для довiльної точки M(x; y) гi-
перболи маємо

|MF1 −MF2| = 2a

або
MF1 −MF2 = ±2a.

Оскiльки MF1 =
√

(x + c)2 + y2 i MF2 =
√

(x− c)2 + y2, то
√

(x + c)2 + y2 −
√

(x− c)2 + y2 = ±2a. (61)

Пiсля спрощень, подiбних до тих, якi проведено при виве-
деннi рiвняння елiпса, дiстанемо рiвняння

(a2 − c2)x2 + a2y2 = a2(a2 − c2), (62)
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яке є наслiдком рiвняння (61).
Очевидно, що це рiвняння подiбне до рiвняння (57). Однак

у рiвняннi (62) рiзниця a2 − c2 < 0, оскiльки a < c. Тому по-
кладемо

c2 − a2 = b2. (63)

Тодi рiвняння (62) набуде вигляду

−b2x2 + a2y2 = −a2b2

або
x2

a2
− y2

b2
= 1. (64)

Воно називається канонiчним рiвнянням гiперболи.
Рiвняння (64), яке є наслiдком рiвняння (61), задовольняють
координати будь-якої точки гiперболи i не задовольняють ко-
ординати точки, що не лежить на гiперболi.

Вивчимо форму гiперболи, користуючись її канонiчним рiв-
нянням. Це рiвняння мiстить лише парнi степенi, а тому гi-
пербола має двi осi симетрiї, якi збiгаються з координатними
осями. Надалi осi симетрiї гiперболи називатимемо осями гi-
перболи, а точку їхнього перетину – центром гiперболи. Вiсь
гiперболи, на якiй розмiщенi фокуси, називатимемо фокаль-
ною вiссю. Дослiдимо формулу гiперболи у першiй чвертi, де

y =
b

a

√
x2 − a2. (65)

Тут x ≥ a, оскiльки пiд знаком кореня повинен бути
невiд’ємний вираз. При зростаннi x вiд a до = +∞ величина y
зростає вiд 0 до +∞. Отже, частина гiперболи, яка лежить у
першiй чвертi, є дуга AM , що зображена на рисунку.

Оскiльки гiпербола розмiщена симетрично вiдносно коор-
динатних осей, то ця крива має вигляд, який зображений на
рис. 2. Точки перетину гiперболи з фокальною вiссю назива-
ються її вершинами. Покладаючи y = 0 у рiвняння гiпербо-
ли, знайдемо абсциси її вершин x = ±a. Отже, гiпербола має
двi вершини A(a; 0) i A1(−a; 0). З вiссю ординат гiпербола не
перетинається. Справдi, поклавши в рiвняннi гiперболи x = 0,
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дiстанемо для y уявнi вирази: y = ±√−b2. Тому фокальна вiсь
гiперболи називається дiйсною вiссю, а вiсь симетрiї, перпен-
дикулярна до фокальної осi, – уявною вiссю гiперболи.

Рис. 2

Дiйсною вiссю називають також вiдрiзок довжиною 2a,
який з’єднує вершини гiперболи. Вiдрiзок, довжиною 2b, який
з’єднує точки B(0; b) i B1(0;−b) називається уявною вiссю
гiперболи. Числа a i b називаються вiдповiдно дiйсною й уяв-
ною пiвосями гiперболи. Можна довести, що при досить ве-
ликих за абсолютною величиною x точки графiка гiперболи як
завгодно близькi до прямих

y = ± b

a
x, (66)

якi називаються асимптотами гiперболи.
Для побудови графiка гiперболи зручно спочатку побуду-

вати прямокутник iз центром у початку координат i зi сторона-
ми, паралельними координатним осям Ox i Oy, довжини яких
дорiвнюють вiдповiдно 2a i 2b. Цей прямокутник називають ос-
новним. Кожна з його дiагоналей, необмежено продовжена в
обидва боки, є асимптотою. Далi очевидно, як будувати графiк
гiперболи.

Вiдношення половини вiдстанi мiж фокусами до дiйсної
пiвосi гiперболи називається ексцентриситетом гiперболи й
позначається лiтерою ε:

ε =
c

a
. (67)
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Оскiльки для гiперболи c > a, то ексцентриситет гiперболи
ε > 1. Ексцентриситет характеризує форму гiперболи. Справ-

дi,
(

b

a

)2

=
( c

a

)2
− 1 = ε2 − 1. Звiдси видно, що чим менший

ексцентриситет гiперболи, тим менше вiдношення
b

a
її пiвосей.

Вiдношення
b

a
визначає форму основного прямокутника гiпер-

боли, а отже, i форму самої гiперболи. Чим менший ексцентри-
ситет гiперболи, тим витягнутiший у напрямку фокальної осi
її основний прямокутник.

Рис. 3

Рiвняння
y2

b2
− x2

a2
= 1

також визначає гiперболу. Вона зображена на рис. 3 пунктир-
ними лiнiями; її вершини лежать на осi Oy. Ця гiпербола нази-
вається спряженою до гiперболи (64). Обидвi гiперболи ма-
ють однi й тi самi асимптоти.

Гiпербола називається рiвнобiчною, якщо її дiйсна пiввiсь
дорiвнює уявнiй пiвосi, тобто a = b. Канонiчне рiвняння рiвно-
бiчної гiперболи має вигляд

x2

a2
− y2

a2
= 1,

або
x2 − y2 = a2.
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Асимптотами рiвнобiчної гiперболи є прямi

y = x i y = −x,

тобто бiсектриси першого й третього координатних кутiв.
Ексцентриситет рiвнобiчної гiперболи

ε =
c

a
=
√

a2 + a2

a
=
√

2 · a
a

=
√

2.

Приклад 6. Знайти канонiчне рiвняння гiперболи, якщо вiд-

стань мiж її фокусами дорiвнює 26, а ексцентриситет –
13
12

.

J Згiдно з умовою 2c = 26, тобто c = 13, а ε = c
a = 13

12 , звiдки
випливає, що a = 12. Тодi b =

√
c2 − a2 =

√
132 − 122 = 5. Отже,

рiвняння гiперболи має вигляд

x2

144
− y2

25
= 1. I

Приклад 7. Гiпербола, осi якої збiгаються з осями координат,
проходить через точки M1(−3;

√
2

2 ) i M2(4;−2). Знайти її канонiчне
рiвняння.

J Шукане канонiчне рiвняння гiперболи має вигляд

x2

a2
− y2

b2
= 1,

де a i b невiдомi. Оскiльки гiпербола проходить через точки M1 i M2,
то їхнi координати задовольняють рiвняння гiперболи, тобто





(−3)2

a2
− (

√
2/2)2

b2
= 1,

42

a2
− (−2)2

b2
= 1,

або 



9
a2
− 1/2

b2
= 1,

16
a2
− 4

b2
= 1.
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Звiдси знаходимо a2 = 8, b2 = 4, а тому рiвняння гiперболи

x2

8
− y2

4
= 1. I

Директрисами гiперболи називаються двi прямi, пер-
пендикулярнi до фокальної осi гiперболи i симетрично розмi-
щенi вiдносно її центра на вiдстанi

a

ε
.

Оскiльки для гiперболи ε > 1, то
a

ε
< a. Звiдси випливає,

що директриси гiперболи розмiщенi всерединi смуги, де немає
жодної точки гiперболи.

Як i у випадку елiпса вiдношення довжини фокального ра-
дiуса кожної точки гiперболи до вiдстанi цiєї точки вiд вiдпо-
вiдної директриси є сталою величиною, яка дорiвнює ексцен-
триситету гiперболи, тобто

r1

d1
= ε i

r2

d2
= ε [6].

Приклад 8. Ексцентриситет гiперболи ε = 3, вiдстань вiд точ-
ки M гiперболи до директриси дорiвнює 4. Знайти вiдстань вiд точки
M до фокуса, однобiчного з цiєю директрисою.

J Оскiльки r
d = ε, то r

4 = 3 або r = 12. I
Фокальнi радiуси точки M(x; y) гiперболи обчислюються за

формулами:
1)якщо точка M лежить на правiй вiтцi гiперболи, то

r1 = εx + a, r2 = εx− a;
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2) якщо ж точка M лежить на лiвiй вiтцi гiперболи, то

r1 = −εx− a, r2 = −εx + a.

4.5. Парабола. Параболою називається множина точок
площини, для кожної з яких вiдстань до деякої фiксованої точ-
ки F , яка називається фокусом, дорiвнює вiдстанi до деякої
фiксованої прямої L, яка називається директрисою.

Для виведення рiвняння параболи введемо на площинi пря-
мокутну систему координат так, щоб вiсь абсцис проходила
через фокус параболи перпендикулярно до директриси i була
напрямлена вiд директриси до фокуса. За початок координат
вiзьмемо середину вiдрiзка мiж фокусом i директрисою.

Нехай M(x; y) – довiльна точка параболи. Позначимо через
r вiдстань вiд точки M до фокуса F , тобто r = FM , через d –
вiдстань вiд точки M до директриси, а через p – вiдстань вiд
фокуса до директриси.

Величину p називають параметром параболи. Точка M
лежатиме на параболi тодi й тiльки тодi, коли

r = d,

тобто
MF = MN.

6

- x
F

(p
2 ; 0

)

N

L
Q M(x; y)

x = −p
2

O

y З рисунка випливає, що
MN = NQ + QM =

p

2
+ x, а

MF =
√

(x− p

2
)2 + (y − 0)2.

Отже,
p

2
+ x =

√
(x− p

2
)2 + y2.

Пiднiсши обидвi частини до квадрата, дiстанемо

x2 + px +
p2

4
= x2 − px +

p2

4
+ y2,

185



або
y2 = 2px. (68)

Рiвняння (68) називається канонiчним рiвнянням пара-
боли. Його задовольняють координати довiльної точки пара-
боли. Можна довести, що координати точок, що не лежать на
параболi, не задовольняють рiвняння (68).

Дослiдимо форму параболи за її рiвнянням (68). Оскiльки
це рiвняння мiстить y тiльки в парному степенi, то парабола си-
метрична вiдносно осi Ox. Отже, досить розглянути тiльки ту
її частину, що лежить у верхнiй пiвплощинi. Для цiєї частини
y > 0, тому, розв’язавши рiвняння (68) вiдносно y, одержимо

y =
√

2px. (69)

З рiвностi (69) випливає:
1) якщо x < 0, то лiвiше вiд
осi Oy немає жодної точки
параболи; 2) якщо x = 0, то
y = 0, а це означає, що поча-
ток координат належить па-
раболi; 3) при необмеженому
зростаннi x величина y та-
кож необмежено зростає.

Отже, змiнна точка
M(x; y), перемiщуючись
параболою зi зростанням x,
виходить iз початку коор-
динат i рухається вправо i
вверх, причому при x → +∞

точка нескiнченно вiддаляється як вiд осi Oy, так i вiд осi Ox.
Вiдобразивши симетрично розглянуту частину параболи вiд-
носно осi Ox, дiстанемо всю параболу, що задана рiвнянням
(68).

Вiсь симетрiї параболи називається фокальною вiссю.
Точка O перетину параболи з вiссю симетрiї називається її вер-
шиною.
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Парабола, рiвняння якої y2 = −2px, p > 0, розмiщена злiва
вiд осi ординат (рис. 4,a). Вершина цiєї параболи збiгається з
початком координат, а вiссю симетрiї є вiсь Ox.

Рiвняння x2 = 2py, p > 0 є рiвнянням параболи, вершина
якої збiгається з початком координат,а вiссю симетрiї є вiсь
Oy (рис. 4, б). Ця парабола лежить вище осi абсцис. Рiвняння
x2 = −2py, p > 0 визначає параболу, що лежить нижче вiд осi
Ox, з вершиною в початку координат (рис. 4,в).

-
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x

y

O

а)

-

6

x

y

O

б)

-

6

x

y

O

в)

Рис. 4

Приклад 9. Для параболи y2 = 6x знайти рiвняння директри-
си i координати фокуса.

J Порiвнюючи рiвняння y2 = 6x iз канонiчним рiвнянням па-
раболи (69), одержимо, що 2p = 6, або p = 3. Оскiльки директриса
параболи має рiвняння x = −p

2
, а фокус – координати (

p

2
; 0), то от-

римаємо, що рiвняння директриси нашої параболи x = −3
2
, а фокус

F (
3
2
; 0). I
Зауваження. Парабола має лише один фокус, а довжина

її осi необмежена. Отже, означення ексцентриситету, яке ана-
логiчне тому, що ми мали у випадку гiперболи та елiпса, не має
змiсту. Тому у випадку параболи домовляються, що ε = 1. Ця
домовленiсть грунтується на тому, що для елiпса i гiперболи
r

d
= ε, а для параболи

r

d
= 1.

4.6. Зведення загального рiвняння лiнiї другого
порядку до найпростiшого вигляду. Вигляд рiвняння
кривої залежить вiд вибору системи координат. У рiзних си-
стемах координат для однiєї й тiєї самої кривої можна дiста-
ти рiвняння рiзної складностi. Тому виникає задача спрощення
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рiвняння даної кривої за допомогою перетворення систем коор-
динат. Таке спрощення дозволяє одержати простiше рiвняння
i за його виглядом визначити тип кривої, тобто вияснити чи є
крива елiпсом, гiперболою i т.п.

Розглянемо загальне рiвняння лiнiї другого порядку

Ax2 + 2Bxy + Cy2 + 2Dx + 2Ey + F = 0, (70)

де коефiцiєнти A, B, C, D, E i F – довiльнi числа, i, крiм того,
A, B i C не дорiвнюють нулю одночасно, тобто A2+B2+C2 6= 0.

Теорема. Якщо AC − B2 6= 0, то за допомогою паралель-
ного перенесення i наступного повороту осей координат рiв-
няння (70) зводиться до вигляду

A x2 + C y2 + F = 0, (71)

де A, C, F – деякi числа; (x; y) – координати точки в новiй
системi координат.

J Зробимо паралельне перенесення системи координат за
формулами

x = x′ + x0, y = y′ + y0. (72)

Пiдставивши (72) у (70), одержимо в нових координатах рiв-
няння

Ax′2 + 2Bx′y′ + Cy′2 + 2D′x′ + 2E′y′ + F ′ = 0, (73)

де
D′ = Ax0 + By0 + D; E′ = Bx0 + Cy0 + E;

F ′ = Ax2
0 + 2Bx0y0 + Cy2

0 + 2Dx0 + 2Ey0 + F.

У рiвняннi (73) коефiцiєнти D′ i E′ перетворюються в нуль, як-
що пiдiбрати координати точки (x0; y0) так, щоб виконувались
рiвностi {

Ax0 + By0 + D = 0,
Bx0 + Cy0 + E = 0.

(74)

Оскiльки AC − B2 6= 0, то система (74) має єдиний розв’язок
вiдносно x0, y0.
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Якщо (x0; y0) – розв’язок системи (74), то рiвняння (73) за-
пишеться у виглядi

Ax′2 + 2Bx′y′ + Cy′2 + F ′ = 0. (75)

Нехай тепер прямокутна система координат O′x y одержана
за допомогою повороту на кут α системи O′x′y′. Тодi коорди-
нати x′, y′ зв’язанi з координатами x, y формулами

x′ = x cosα− y sinα, y′ = x sinα + y cosα. (76)

Пiдставивши (76) у (75), одержимо рiвняння

Ax2 + 2Bx y + Cy2 + F = 0, (77)

де
A = A cos2 α + 2B cosα sinα + C sin2 α;

B = −A sinα cosα + B(cos2 α− sin2 α) + C sinα cosα;

C = A sin2 α− 2B cosα sinα + C cos2 α, F = F ′.

Виберемо α так, щоб коефiцiєнт B у рiвняннi (77) перетворився
в нуль. Ця вимога приводить до знаходження α з рiвняння

2B cos 2α = (A− C) sin 2α.

Якщо A = C, то cos 2α = 0, i можна взяти α = π
4 . Якщо ж

A 6= C, то беремо α = 1
2 arctg 2B

A−C , i рiвняння (77) набуває
вигляду

Ax2 + Cy2 + F = 0,

що й доводить теорему. I
Класифiкацiя лiнiй другого порядку. Коефiцiєнти A,

B i C при старших членах рiвняння (70) при паралельному пе-
ренесеннi осей координат, як випливає з доведення теореми, не
змiнюються, але вони змiнюються при поворотi осей коорди-
нат. У той же час вираз AC − B2 залишається незмiнним як
при перенесеннi, так i при поворотi осей, тобто не залежить вiд
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перетворення координат. Цей факт є очевидним при паралель-
ному перенесеннi осей координат. Доведемо його для випадку
повороту осей. Маємо

AC −B
2 = (A cos2 α + 2B sinα cosα + C sin2 α)×

×(A sin2 α− 2B sinα cosα + C cos2 α)− ((C −A) sinα cosα+

+B(cos2 α− sin2 α))2

або

AC −B
2 = AC(cos2 α + sin2 α)−B2(sin2 α + cos2 α) = AC −B2,

що й треба було довести.
Величина AC − B2 називається iнварiантом загального

рiвняння лiнiї другого порядку.
У залежностi вiд знаку величини AC − B2 лiнiї другого

порядку дiляться на такi три типи: 1) елiптичний, якщо AC −
B2 > 0; 2) гiперболiчний, якщо AC −B2 < 0; 3) параболiчний,
якщо AC −B2 = 0.

Розглянемо лiнiї рiзних типiв.
1) Елiптичний тип. Оскiльки AC−B2 > 0, то згiдно з тео-

ремою загальне рiвняння лiнiї другого порядку можна звести
до вигляду

Ax2 + Cy2 + F = 0. (78)

Можливi такi випадки: а) A > 0, C > 0 (випадок A < 0,
C < 0 зводиться до випадку A > 0, C > 0 множенням рiвняння
на (−1)) i F < 0. Перенесемо F у праву частину рiвняння (78)
i подiлимо на нього. Тодi рiвняння набуде вигляду

x2

a2
+

y2

b2
= 1,

де a2 = −F

A
, b2 = −F

C
. Порiвнявши одержане рiвняння з рiв-

нянням елiпса (59), робимо висновок, що воно є канонiчним
рiвнянням елiпса.
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б) A > 0, C > 0 i F > 0. Тодi аналогiчно як i вище рiвняння
(78) запишеться у виглядi

x2

a2
+

y2

b2
= −1.

Це рiвняння не задовольняють координати жодної точки пло-
щини. Воно називається рiвнянням уявного елiпса.

в) A > 0, C > 0, F = 0. Рiвняння (78) має вигляд

a2x2 + c2y2 = 0,

де a2 = A, c2 = C. Його задовольняють координати лише од-
нiєї точки. Таке рiвняння називається рiвнянням пари уявних
прямих, що перетинаються.

2) Гiперболiчний тип. Оскiльки AC − B2 < 0, то згiдно
з теоремою загальне рiвняння лiнiї другого порядку зводиться
до вигляду (78).

Можливi такi випадки:
а) A > 0, C < 0 (випадок A < 0, C > 0 зводиться до цього

випадку множенням рiвняння (78) на (−1)) i F 6= 0. Нехай,
наприклад, F < 0. Перенесемо F у праву частину рiвняння i
подiлимо на нього. Рiвняння (78) набуває вигляду

x2

a2
− y2

b2
= 1,

де a2 = −F
A , b2 = −F

C . Одержане рiвняння є канонiчним рiв-
нянням гiперболи.

б) A > 0, C < 0 i F = 0. Рiвняння (78) набуває вигляду

a2x2 − c2y2 = 0 або (ax− cy)(ax + cy) = 0,

де a2 = A, c2 = −C. Останнє рiвняння задовольняють тiльки
координати точок площини, що розмiщенi на прямих ax− cy =
0 i ax+cy = 0, якi перетинаються у початку координат, i, отже,
маємо пару прямих, що перетинаються.

3) Параболiчний тип. Якщо AC − B2 = 0, то поворотом
осей координат на кут α, як i в теоремi, загальне рiвняння лiнiї
другого порядку зводиться до вигляду

Ax2 + Cy2 + 2Ey + 2Dx + F = 0. (79)
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Тут AC = 0 i, отже, один iз коефiцiєнтiв A i C дорiвнює нулю.
Нехай A = 0, C 6= 0. Подамо рiвняння (79) у виглядi

C(y2 +
2E

C
y + (

E

C
)2) + 2Dx + F − E2

C
= 0,

або
C(y +

E

C
)2 + 2Dx + F = 0,

де F = F − E2

C . Зробимо паралельне перенесення системи ко-
ординат

x′ = x, y′ = y +
E

C
.

Тодi рiвняння набуде вигляду

Cy′2 + 2Dx′ + F = 0. (80)

Можливi такi випадки;
а) D 6= 0. Запишемо рiвняння (80) у виглядi

Cy′2 + 2D(x +
F

2D
) = 0.

Перейдемо до нових координат за формулами

x = x′ +
F

2D
, y = y′.

Тодi дiстанемо рiвняння

Cy2 + 2Dx = 0,

або
y2 = 2px, (81)

де p = −D

C
. Рiвняння (81) є канонiчним рiвнянням параболи.

б) D = 0. Рiвняння (80) у цьому випадку має вигляд

CY ′2 + F = 0. (82)
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Якщо C i F мають рiзнi знаки, то, покладаючи
∣∣∣∣
F

C

∣∣∣∣ = a2, рiв-
няння запишемо так:

(y′ − a)(y′ + a) = 0.

Воно визначає пару паралельних прямих.
Якщо C i F мають однаковi знаки, то рiвняння (82) набуває

вигляду
y′2 + a2 = 0.

Це рiвняння не задовольняють координати жодної точки пло-
щини. Воно називається рiвнянням пари уявних паралель-
них прямих.

Якщо ж F = 0, то рiвняння (82) буде таким

y′2 = 0.

Воно визначає вiсь O′x′. Його можна розглядати також як гра-
ничний випадок при F → 0, тобто як рiвняння пари прямих,
що збiгаються.

Приклад 10. Яку лiнiю визначає рiвняння

y = x2 − 4x + 3?

J Запишемо рiвняння у виглядi

y + 1 = x2 − 4x + 4,

або
y + 1 = (x− 2)2.

Зробимо паралельне перенесення системи координат

y′ = y + 1, x′ = x− 2.

Тодi задана лiнiя запишеться у виглядi

y′ = x′2,

тобто є параболою
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6

O
O′ x′-

6

x

y y′

y = x2 − 4x + 3

. I
−1

2

Приклад 11. Яку лiнiю визначає рiвняння

8x2 − 16x + 3y2 + 12y − 4 = 0?

J Утворимо повнi квадрати

8(x2 − 2x + 1) + 3(y2 + 4y + 4) = 24,

або
8(x− 1)2 + 3(y + 2)2 = 24,

(x− 1)2

3
+

(y + 2)2

8
= 1.

Якщо зробити паралельне перенесення системи координат

x′ = x− 1, y′ = y + 2,

то дiстанемо рiвняння
x′2

3
+

y′2

8
= 1.

Це елiпс iз пiвосями a =
√

3, b =
√

8. Оскiльки a < b, то фокуси
елiпса лежать на осi O′y′

6

-

O′

y′6

-
O

y

x

x′
. I1

−2

Приклад 12. Яку лiнiю визначає рiвняння

4x2 + 24xy + 11y2 − 24x− 82y + 15 = 0?
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J У рiвняннi присутнiй доданок з добутком xy. Тому зробимо
поворот осей координат, щоб позбутися цього добутку. Для цього
знайдемо кут повороту α з рiвняння

2B cos 2α = (A− C) sin 2α,

24 cos 2α = −7 sin 2α, tg 2α = −24
7

.

З того, що tg 2α =
2 tg α

1− tg2 α
випливає, що 2 tg α

1−tg2 α = −24
7
, або

12 tg2 α − 7 tg α − 12 = 0. Звiдси одержуємо, що tg α = 4
3 , tg α =

− 3
4 . Досить взяти одне з цих значень, наприклад, tg α = 4

3 . Тодi,
скориставшись формулами

cosα = ± 1√
1 + tg2 α

, sin α = tg α cosα,

одержимо, що

cos α = ±3
5
, sinα = ±4

5
.

Розглянемо випадок, коли

cos α =
3
5
, sin α =

4
5

i зробимо поворот осей системи координат:

x =
1
5
(3x− 4y), y =

1
5
(4x + 3y).

Пiдставивши цi вирази в рiвняння лiнiї, отримаємо

4x2 − y2 − 16x− 6y + 3 = 0.

Тепер утворимо повнi квадрати

4(x2 − 4x + 4)− (y2 + 6y + 9) = 4,

або
(x− 2)2

1
− (y + 3)2

4
= 1.

Зробимо паралельне перенесення системи координат

x′ = x− 2, y′ = y + 3.
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У новiй системi координат рiвняння матиме вигляд

x′2

1
− y′2

4
= 1.

Це гiпербола з пiвосями a = 1, b = 2

6

-

µI
µ

I

x′

x

x

y
y′

y

O
O′ . I

Приклад 13. Установити, яку лiнiю визначає рiвняння xy = a.
J Тут A = C, а тому систему треба повернути на кут π

4 . Тодi

x =
√

2
2

(x′ − y′), y =
√

2
2

(x′ + y′).

Пiдставивши цi вирази в рiвняння кривої, одержимо рiвняння

x′2 − y′2 = 2a.

Це рiвнобiчна гiпербола. Для неї осями симетрiї є новi осi коорди-
нат, а асимптотами – старi осi координат. Вона розглядалася ще в
шкiльному курсi математики

6

-

µI

O

y′

x

y
x′

xy = a, a > 0

6

-

µI

O

y′

x . I

y
x′

xy = a, a < 0
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Вправи

1. Точка C(3;−1) є центром кола, яке вiдтинає на прямiй 2x −
5y+18 = 0 хорду, довжина якої дорiвнює 6. Написати рiвняння цього
кола.

2. Скласти рiвняння кола, яке проходить через точки A(5; 0),
B(1; 4), якщо його центр знаходиться на прямiй x + y − 3 = 0.

3. Скласти рiвняння елiпса, фокуси якого лежать на осi абсцис
симетрично вiдносно початку координат, якщо його мала вiсь дорiв-
нює 24, а вiдстань мiж фокусами 2c = 10.

4. Дано елiпс 9x2 + 25y2 = 225. Знайти: а) пiвосi; б) фокуси;
в) ексцентриситет; г) рiвняння директрис.

5. Скласти рiвняння гiперболи, фокуси якої знаходяться на осi
абсцис симетрично вiдносно початку координат, якщо вiдстань мiж
фокусами 2c = 6 i ексцентриситет ε = 3/2.

6. Скласти рiвняння гiперболи, якщо вiдомi її ексцентриситет
ε =

√
5, фокус F (2;−3) i рiвняння вiдповiдної директриси 3x−y+3=0.

7. Знайти рiвняння параболи, якщо дано її фокус F (4; 3) i ди-
ректрису y + 1 = 0.

8. На параболi y2 = 32x знайти точки, вiдстань вiд яких до пря-
мої 4x + 3y + 10 = 0 дорiвнює 2.

9. Якi лiнiї визначає рiвняння:
1) 4x2 + 9y2 − 40x + 36y + 100 = 0;
2) x2 − y2 − 4x + 2y − 4 = 0;
3) 2x2 − 4x + 2y − 3 = 0;
4) 5x2 − 4xy + 2y2 = 24;
5) 2x2 + 4xy − y2 = 12;
6) 9x2 − 24xy + 16y2 − 20x + 110y − 50 = 0;
7) 3x2 − 2xy + 3y2 − 4x− 4y − 12 = 0?

Вiдповiдi

1. (x− 3)2 + (y + 1)2 = 38. 2. (x− 2)2 + (y − 1)2 = 10.

3.
x2

169
+

y2

144
= 1. 4. а) 5 i 3; б) F1(−4; 0), F2(4; 0); в) ε = 4/5;

г) x = ±25
4
. 5.

x2

4
− y2

5
= 1. 6. 7x2 − y2 − 6xy + 26x− 18y − 17 = 0.

7. y =
1
8
x2 − x + 3. 8. (0; 0); (18;−24). 9. 1)

x′2

9
+

y′2

4
= 1;

2) x′2 − y′2 = 7; 3) x′2 = −y′; 4)
x′2

24
+

y′2

4
= 1; 5)

x′2

4
− y′2

6
= 1;

6) y′2 = −2x′; 7)
x′2

8
+

y′2

4
= 1.
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§5. Поверхнi другого порядку

5.1. Сфера. У §1 роздiлу 4 виведено рiвняння сфери

(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2 = R2 (83)

з центром в точцi M0(x0; y0; z0) i радiусом R.
Розкривши дужки i перенiсши R2 в лiву частину рiвняння,

одержимо

x2 + y2 + z2 − 2x0x− 2y0y − 2z0z + x2
0 + y2

0 + z2
0 −R2 = 0.

Це рiвняння другого степеня вiдносно змiнних x, y, z. У ньо-
му вiдсутнi доданки з добутками координат, а коефiцiєнти при
x2, y2 i z2 однаковi. Доведено, що будь-яке рiвняння другого
степеня вiдносно x, y i z, у якому коефiцiєнти при x2, y2 i z2

однаковi, а члени з добутками координат вiдсутнi, є, взагалi
кажучи, рiвнянням сфери. Точнiшне, таке рiвняння за допо-
могою утворення повних квадратiв завжди можна звести до
вигляду

(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2 = d. (84)

Якщо при цьому d > 0, то рiвняння (84) є рiвнянням сфе-
ри з центром в точцi M0(x0; y0; z0) i радiусом R =

√
d. При

d = 0 рiвняння задовольняють координати лише однiєї точ-
ки M0(x0; y0; z0). Якщо ж d < 0, то рiвняння (84) не визначає
нiякої поверхнi.

Приклад 1. Довести, що рiвняння x2+y2+z2−2x+4y+6z−2 =
0 є рiвнянням сфери, i знайти центр i радiус цiєї сфери.

J Утворимо повнi квадрати в лiвiй частинi рiвняння. Тодi одер-
жимо, що рiвняння набуде вигляду

(x2 − 2x + 1) + (y2 + 4y + 4) + (z2 + 6z + 9)− 1− 4− 9− 2 = 0

або
(x− 1)2 + (y + 2)2 + (z + 3)2 = 16.

Отримали рiвняння сфери з центром в точцi M0(1;−2;−3) i радiусом
R = 4. I
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5.2. Цилiндричнi поверхнi. Поверхня, яка складаєть-
ся з усiх прямих простору R3, що перетинають задану лiнiю
L i паралельнi заданiй прямiй l, називається цилiндричною
поверхнею. При цьому лiнiя L називається напрямною ци-
лiндричної поверхнi, а кожна з прямих, якi утворюють цю по-
верхню i паралельнi прямiй l, – її твiрною. Надалi розгляда-
тимемо цилiндричнi поверхнi, напрямнi яких лежать в однiй
iз координатних площин, а твiрнi паралельнi координатнiй осi,
яка перпендикулярна до цiєї площини.

Розглянемо на площинi Oxy деяку лiнiю L, яка має в си-
стемi координат Oxy рiвняння

F (x, y) = 0. (85)

Побудуємо цилiндричну поверхню з твiрними, якi паралельнi
до осi Oz, i напрямною L. Доведемо, що рiвняння цiєї поверхнi є
рiвняння (85), якщо його розглядати в системi координат Oxyz.

Нехай M(x; y; z) – довiльна фiксована точка побудованої ци-
лiндричної поверхнi. Позначимо через M0 точку перетину на-
прямної L i твiрної, що проходить через точку M . Точка M0

є проекцiєю точки M на площину Oxy. Тому точки M i M0

мають одну й ту саму абсцису x i одну й ту саму ординату y.
Оскiльки точка M0 лежить на кривiй L, то її координати x i
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y задовольняють рiвняння (85) цiєї кривої. Тодi це рiвняння
задовольняють i координати точки M(x; y; z), оскiльки воно не
мiстить z. Отже, координати довiльної точки M(x; y; z) заданої
цилiндричної поверхнi задовольняють рiвняння (85). Коорди-
нати точок, якi не лежать на цiй поверхнi, рiвняння (85) не
задовольняють, через те, що цi точки проектуються на площи-
ну Oxy поза кривою L.

Звiдси випливає, що рiвняння F (x, y) = 0, яке не мiстить
z, в системi координат Oxyz, є рiвнянням цилiндричної по-
верхнi з твiрними, паралельними осi Oz, i напрямною L, яка в
площинi Oxy визначається тим самим рiвнянням F (x, y) = 0.

У просторi Oxyz напрямна L визначається системою рiв-
нянь {

F (x, y) = 0,
z = 0.

Аналогiчно можна довести, що рiвняння F (x, z) = 0, яке не
мiстить y, i рiвняння F (y, z) = 0, яке не мiстить x, визначають в
просторi Oxyz цилiндричнi поверхнi з твiрними, що паралельнi
вiдповiдно осям Oy i Ox.

Наведемо приклади цилiндричних поверхонь.
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1). Поверхня, яка визначається рiвнянням

x2

a2
+

y2

b2
= 1,

є цилiндричною i називається елiптичним цилiндром. Її
твiрнi паралельнi осi Oz, а напрямною є елiпс з напiвосями
a i b, що лежить в площинi Oxy. Зокрема, коли a = b, то на-
прямною є коло, а поверхня є прямим круговим цилiндром.
Його рiвняння

x2 + y2 = a2.

2). Цилiндрична поверхня, яка визначається рiвнянням

x2

a2
− z2

b2
= 1,

називається гiперболiчним цилiндром. Твiрнi цiєї поверхнi
паралельнi осi Oy, а напрямною є розмiщена в площинi Oxz
гiпербола з дiйсною пiввiссю a i уявною пiввiссю b.
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3). Цилiндрична поверхня, яка визначається рiвнянням

y2 = 2pz,

називається параболiчним цилiндром. Її напрямною є пара-
бола, яка лежить в площинi Oyz, а твiрнi паралельнi осi Ox.

Зауваження 1. Криву в просторi можна задати за допомо-
гою рiвнянь рiзних поверхонь, якi перетинаються по цiй кривiй.
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Наприклад, коло, що одержується при перерiзi площиною z = 3
сфери x2 + y2 + z2 = 25, визначається системою рiвнянь

{
z = 3,
x2 + y2 + z2 = 25.

Це саме коло можна одержати як лiнiю перетину площини z =
3 i прямого кругового цилiндра x2 + y2 = 16, тобто визначити
системою рiвнянь {

z = 3,
x2 + y2 = 16.

Надалi, дослiджуючи форму тiєї або iншої поверхнi за до-
помогою перерiзiв, ми користуватимемося цилiндричними по-
верхнями, якi проектують цi перерiзи на координатнi площини.
Це дозволяє робити певнi висновки про розмiри i форму цих
перерiзiв, а отже, i про форму поверхнi, що вивчається.

5.3. Конiчнi поверхнi. Поверхня, яка складена з усiх
прямих, що перетинають задану лiнiю L i проходять через за-
дану точку P , називається конiчною поверхнею. При цьому
лiнiя L називається напрямною конiчної поверхнi, точка P –
її вершиною, а кожна з прямих, що утворюють конiчну по-
верхню, – твiрною.

Як приклад розглянемо конiчну поверхню з вершиною у
початку координат, для якої напрямною L є елiпс





Z = c,
X2

a2
+

Y 2

b2
= 1

з пiвосями a i b, що лежить в площинi Z = c. Ця поверхня
називається конусом другого порядку. Для зручностi змiннi
координати точок елiпса позначатимемо великими лiтерами X,
Y , Z, а змiннi координати точок конiчної поверхнi – через x, y,
z. Виведемо рiвняння конуса другого порядку.
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Розглянемо довiльну точку M(x; y; z) конiчної поверхнi i
проведемо через неї твiрну OM , що перетинається з напрямною
в точцi M0(X;Y ; c). Рiвняння прямої OM , що проходить через
точки O(0; 0; 0) i M0(X; Y ; c) має вигляд

x− 0
X − 0

=
y − 0
Y − 0

=
z − 0
c− 0

або
x

X
=

y

Y
=

z

c
.

Звiдси одержуємо, що X =
cx

z
, Y =

cy

z
. Пiдставивши цi

вирази в рiвняння елiпса, дiстанемо

c2x2

a2z2
+

c2y2

b2z2
= 1

або пiсля перетворень

x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= 0.

Одержане рiвняння є рiвнянням конуса другого порядку.
Зокрема, якщо a = b, то напрямною є коло

{
Z = c,
X2 + Y 2 = a2,
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а поверхня є прямим круговим конусом. Його рiвняння

x2

a2
+

y2

a2
− z2

c2
= 0.

5.4. Поверхня обертання. Нехай лiнiя L, що лежить
на площинi Oyz, задана рiвняннями

{
X = 0,
F (Y, Z) = 0.

(86)

Розглянемо поверхню, утворену обертанням цiєї лiнiї вiд-
носно осi Oz. Ця поверхня називається поверхнею обертан-
ня. Знайдемо її рiвняння. Нехай M(x; y; z) – довiльна точка
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поверхнi обертання. Проведемо через точку M площину, пер-
пендикулярну до осi Oz, i позначимо точки перетину цiєї пло-
щини з вiссю Oz i кривою L вiдповiдно через K i N . Вiдрiз-
ки KM i KN є радiусами одного й того самого кола, а тому
KM = KN . Очевидно, що KN = |Y |, а KM = OP =

√
x2 + y2.

Тому |Y | =
√

x2 + y2 або Y = ±
√

x2 + y2. При цьому коорди-
ната Z точки N дорiвнює координатi z точки M .

Оскiльки точка N лежить на лiнiї L, яка визначена рiвнян-
ням (86), то координати Y i Z точки N задовольняють друге
з цих рiвнянь. Пiдставляючи в нього замiсть Y i Z вiдповiдно
величини ±

√
x2 + y2 i z одержимо рiвняння

F (±
√

x2 + y2, z) = 0, (87)

яке задовольняє координати довiльної точки M(x; y; z) поверх-
нi обертання. Отже, рiвняння (87) є рiвнянням поверхнi обер-
тання вiдносно осi Oz лiнiї L, що визначається рiвнянням (86).
Очевидно, що рiвняння (87) одержується з другого рiвняння
системи (86) замiною координат Y i Z координатами x, y i
z за формулами {

Y = ±
√

x2 + y2,
Z = z.

(88)

Зауваження 2. Вище розглянуто випадок, коли крива L
задана в площинi Oyz i обертається вiдносно осi Oz. Очевидно,
що крива L може лежати i в iншiй координатнiй площинi та
обертатися вiдносно iншої координатної осi.

Приклад 2. Знайти рiвняння поверхнi обертання елiпса




y2

a2
+

z2

c2
= 1,

x = 0

вiдносно осi Oz.

J Записавши рiвняння елiпса у виглядi
Y 2

a2
+

Z2

c2
= 1 i замiнюючи

за формулами (88) Y i Z змiнними координатами x, y i z поверхнi
обертання, дiстанемо шукане рiвняння

(±
√

x2 + y2)2

a2
+

z2

c2
= 1
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або
x2

a2
+

y2

a2
+

z2

c2
= 1.

Одержана поверхня називається елiпсоїдом обертання. I

5.5. Елiпсоїд. Поверхня, яка визначається рiвнянням

x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1,

називається елiпсоїдом. Числа a, b i c називаються пiвося-
ми елiпсоїда. Оскiльки в рiвняння змiннi координати входять
у парних степенях, то елiпсоїд симетричний вiдносно коорди-
натних площин. Для того щоб визначити форму елiпсоїда, пе-
рерiжемо його площинами, паралельними координатним пло-
щинам.

Якщо перерiзати елiпсоїд площиною z = h (|h| < c), то
одержимо елiпс L. Справдi, виключаючи з рiвнянь





z = h,
x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1

змiнну z, дiстанемо рiвняння цилiндричної поверхнi, яка про-
ектує перерiз L на площину Oxy:

x2

a2
+

y2

b2
= 1− h2

c2
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або
x2

(a
√

1− h2

c2
)2

+
y2

(b
√

1− h2

c2
)2

= 1.

Звiдси одержуємо, що iз зростанням |h| пiвосi елiпса a1 i b1

зменшуються. При |h| = c маємо, що a1 = 0, b1 = 0 i перерiз
вироджується в точку. При |h| > c елiпсоїд з площиною z =
h не має спiльних точок. Аналогiчно можна довести, що при
перерiзi елiпсоїда площинами x = h (|h| < a) i y = h (|h| < b)
так само матимемо елiпси.

Iз загального рiвняння елiпсоїда при a = b маємо елiпсоїд
обертання

x2

a2
+

y2

a2
+

z2

c2
= 1.

Наприклад, в геодезiї вважають, що поверхня Землi є елiпсої-
дом обертання з пiвосями a = b = 6377 км i c = 6356 км.

Якщо a = b = c, то елiпсоїд перетворюється в сферу x2 +
y2 + z2 = a2.

5.6. Гiперболоїди. Поверхня, яка визначається рiвнян-
ням

x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= 1

називається однопорожнинним гiперболоїдом. Координат-
нi площини є площинами симетрiї цiєї поверхнi, оскiльки змiннi
координати x, y i z входять в рiвняння у парних степенях.

Перерiз однопорожнинного гiперболоїда площиною y = 0
визначає гiперболу





x2

a2
− z2

c2
= 1,

y = 0.

Аналогiчно, в перерiзi однопорожнинного гiперболоїда пло-
щиною x = 0 дiстанемо гiперболу





y2

b2
− z2

c2
= 1,

x = 0,
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яка лежить в площинi Oyz.

Якщо перерiзати однопорожнинний гiперболоїд площиною
z = h, то одержимо елiпс, рiвняння якого має вигляд





x2

a2
+

y2

b2
= 1 +

h2

c2
,

z = h

або 



x2

(
a
√

1 + h2

c2

)2 +
y2

(
b
√

1 + h2

c2

)2 = 1,

z = h.
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Пiвосi цього елiпса a1 = a

√
1 +

h2

c2
, b1 = b

√
1 +

h2

c2
зростають iз

зростанням абсолютної величини h. При h = 0 дiстанемо елiпс,
який лежить в площинi Oxy i має найменшi пiвосi a i b.

При a = b дiстанемо однопорожнинний гiперболоїд
обертання

x2 + y2

a2
− z2

c2
= 1.

При перерiзi його площинами z = h одержуємо елiпси.
У попереднiх пунктах розглядалися цилiндричнi та конiчнi

поверхнi, кожна з яких складена з прямих. Виявляється, що
однопорожнинний гiперболоїд можна розглядати як поверх-
ню, що складена також з прямих лiнiй. Розглянемо пряму, яка
визначається рiвняннями





x

a
+

z

c
= k

(
1 +

y

b

)
,

x

a
− z

c
=

1
k

(
1− y

b

)
,

(90)

де a, b i c – пiвосi однопорожнинного гiперболоїда, а k 6= 0 –
довiльне число. Якщо перемножити почленно цi рiвняння, то
дiстанемо

x2

a2
− z2

c2
= 1− y2

b2
або

x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= 1,

тобто рiвняння однопорожнинного гiперболоїда. Це означає,
що координати будь-якої точки M(x; y; z), якi задовольняють
рiвняння прямої (90), задовольняють так само рiвняння одно-
порожнинного гiперболоїда. Iншими словами, всi точки прямої
(90) належать так само i гiперболоїду (89). Якщо змiнювати k
у (90), то одержимо сiм’ю прямих, якi лежать на поверхнi (89).
Аналогiчно можна довести, що однопорожнинному гiперболої-
ду належать всi прямi сiм’ї





x

a
+

z

c
= m

(
1− y

b

)
,

x

a
− z

c
=

1
m

(
1 +

y

b

)
,
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де m – довiльний параметр, вiдмiнний вiд нуля.
Можна довести, що через кожну точку однопорожнинного

гiперболоїда проходить по однiй прямiй з кожної iз вказаних
сiмей. Отже, однопорожнинний гiперболоїд можна розглядати
як поверхню, що складається з прямих. Цi прямi називають
прямолiнiйними твiрними однопорожнинного гiперболоїда.

Поверхня, яка визначається рiвнянням

x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= −1 (91)

називається двопорожнинним гiперболоїдом. Оскiльки
змiннi x, y i z входять в рiвняння у парних степенях, то коор-
динатнi площини є площинами симетрiї для двопорожнинного
гiперболоїда. Якщо розглянути перерiз цiєї поверхнi коорди-
натними площинам Oxz i Oyz, то одержимо гiперболи





z2

c2
− x2

a2
= 1,

y = 0
i





z2

c2
− y2

b2
= 1,

x = 0.

Якщо двопорожнинний гiперболоїд перетнути площиною
z = h (|h| > c), то в перерiзi одержимо елiпс





x2

a2
+

y2

b2
=

h2

c2
− 1,

z = h

з пiвосями a1 = a

√
h2

c2
− 1 i b1 = b

√
h2

c2
− 1, якi зростають iз

зростанням |h|. При |h| < c поверхня з площиною z = h не пе-
ретинається. Двопорожнинний гiперболоїд складається з двох
окремих частин (порожнин), вiд цього й пiшла його назва. При
a = b рiвняння (91) має вигляд

x2

b2
+

y2

b2
− z2

c2
= −1 або

z2

c2
− x2 + y2

b2
= 1
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i є рiвнянням двопорожнинного гiперболоїда обертання. У пе-
рерiзi останнього площиною z = h (|h| > c) одержимо коло





x2 + y2 = b2
(h2

c2
− 1

)
,

z = h

радiуса R = b

√
h2

c2
− 1.

5.7. Параболоїди. Елiптичним параболоїдом нази-
вається поверхня, яка визначається рiвнянням

2z =
x2

p
+

y2

q
, (92)

за умови, що p i q мають однаковi знаки. Надалi для визначе-
ностi вважатимемо, що p > 0, q > 0.

При перерiзi елiптичного параболоїда координатними пло-
щинами Oxz i Oyz матимемо вiдповiднi параболи





z =
x2

2p
,

y = 0
i





z =
y2

2q
,

x = 0,
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а при перерiзi площиною z = h (h > 0) – елiпс




x2

2ph
+

y2

2qh
= 1,

z = h

з пiвосями a =
√

2ph, b =
√

2qh. У випадку p = q дiстанемо
параболоїд обертання

2pz = x2 + y2.

Оскiльки x i y входять в рiвняння елiптичного параболоїда
в парних степенях, то елiптичний параболоїд має двi площини
симетрiї Oxz i Oyz.

Гiперболiчним параболоїдом називається поверхня, яка
визначається рiвнянням

2z =
x2

p
− y2

q
, (93)

за умови, що p i q мають однаковi знаки, наприклад, p > 0,
q > 0.

Якщо перерiзати цю поверхню координатними площинами
Oxz i Oyz, то ми дiстанемо параболи

{
x2 = 2pz,
y = 0

i
{

y2 = −2qz,
x = 0.
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Якщо ж перерiзати гiперболiчний параболоїд площиною
z = h, то дiстанемо гiперболи





x2

2ph
− y2

2qh
= 1,

z = h, h > 0

i пару прямих




x√
p
− y√

q
= 0,

z = 0
i





x√
p

+
y√
q

= 0,

z = 0.

Точка O(0; 0; 0) називається вершиною гiперболiчного пара-
болоїда, а числа p i q – параметрами.

Вправи

1. Знайти пiвосi елiпсоїда x2 + 2y2 + 3z2 = 4.

2. Знайти пiвосi елiпса, утвореного перерiзом елiпсоїда
x2

36
+

y2

9
+

z2

4
= 1 площиною x = 3.
3. Знайти координати центра i радiус сфери, яка задана рiвнян-

ням x2 + y2 + z2 − x + 2y + 1 = 0.
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4. Скласти рiвняння сфери, яка проходить через точки
M1(1; 2;−4), M2(1;−3; 1) i M3(2; 2; 3), якщо її центр знаходиться в
площинi Oxy.

5. Скласти рiвняння конiчної поверхнi, вершиною якої є точка

M0(0; 0; 1), а напрямною – елiпс
x2

25
+

y2

9
= 1, z = 3.

6. Знайти рiвняння поверхнi, яка одержується при обертаннi пря-
мої x + 2y = 4, z = 0 навколо осi Ox.

7. Знайти рiвняння елiптичного параболоїда, який має вершину
в початку координат, вiссю якого є вiсь Oz, якщо на його поверхнi
задано двi точки M1(−1;−2; 2) i M2(1; 1; 1).

8. Знайти рiвняння поверхнi, утвореної обертанням: 1) елiпса
x2

9
+

y2

4
= 1, z = 0 навколо осi Ox; 2) гiперболи

z2

4
− y2

1
= 1, x = 0

навколо осi Oz.

Вiдповiдi

1. a = 2, b =
√

2, c =
2√
3
. 2. a =

3
√

3
2

, b =
√

3. 3. C

(
1
2
;−1; 0

)
,

R =
1
2
. 4. (x + 2)2 + (y − 1)2 + z2 = 26. 5.

x2

25
+

y2

9
− (z − 1)2

4
= 0.

6. 4y2 + 4z2 − (x− 4)2 = 0. 7. 3z = 2x2 + y2. 8. 1)
x2

9
+

y2

4
+

z2

4
= 1;

2) −x2

1
− y2

1
+

z2

4
= 1.
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Роздiл 5.
Елементи лiнiйного програмування

У багатьох прикладних задачах виникають ситуацiї, коли
досягнути певної мети можна не одним, а багатьма рiзними
способами, i для прийняття обгрунтованого рiшення необхiдно
опрацювати велику кiлькiсть iнформацiї. Очевидно, що це рi-
шення повинно бути найкращим. Математично задачi такого
типу, а це в основному задачi управлiння i планування, зво-
дяться до знаходження найбiльшого або найменшого значення
деякої функцiї f = f(x1, x2, . . . , xn), яка називається цiльовою
функцiєю або функцiєю мети:

f = f(x1, x2, . . . , xn) → max (min). (1)

При цьому змiннi x1, x2, . . ., xn визначенi в певнiй областi Ω ⊂
Rn, яка описується нерiвностями:





g1(x1, x2, . . . , xn) ≤ b1,
g2(x1, x2, . . . , xn) ≤ b2,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
gm(x1, x2, . . . , xn) ≤ bm,

(2)

де g1, g2, . . ., gm – вiдомi функцiї, а b1, b2, . . ., bm – дiйс-
нi числа. Нерiвностi (2) називаються обмеженнями задачi.
До числа обмежень задачi, як правило, входить також умова
невiд’ємностi змiнних:

xj ≥ 0, j ∈ {1, . . . , n}. (3)

Нагадаємо, що функцiя f(x1, x2, . . . , xn) має найбiль-
ше (найменше) значення в Ω, якщо iснує така точка
(x0

1;x
0
2; . . . ;x

0
n) ∈ Ω, що f(x0

1, x
0
2, . . . , x

0
n) ≥ f(x1, x2, . . . , xn)

(f(x0
1, x

0
2, . . . , x

0
n) ≤ f(x1, x2, . . . , xn)) для всiх (x1; x2; . . . ; xn) ∈

Ω, при цьому найбiльшим значенням max
Ω

f в областi Ω

(найменшим min
Ω

f) є max
Ω

f = f(x0
1, x

0
2, . . . , x

0
n) (min

Ω
f =

f(x0
1, x

0
2, . . . , x

0
n)).
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Задачi типу (1), (2), (3) називають задачами математич-
ного програмування.

Вигляд функцiй f , g1, g2, . . ., gm визначає тип задачi ма-
тематичного програмування. Найпростiшим i таким, що часто
зустрiчається є випадок, коли всi цi функцiї є лiнiйними. Таку
задачу називають лiнiйною задачею математичного програ-
мування. Для розв’язування цих задач розробленi ефективнi
методи, одним iз яких є симплексний метод. Якщо ж при-
наймнi одна з функцiй f , g1, g2, . . ., gm є нелiнiйною, то задача
(1), (2), (3) називається задачею нелiнiйного програмуван-
ня. На сьогоднi вiдсутнi загальнi й достатньо ефективнi мето-
ди розв’язування задач нелiнiйного програмування. Лише для
певного класу нелiнiйних задач розробленi достатньо ефектив-
нi методи.

§1. Постановка задачi лiнiйного програмування

Лiнiйне програмування – це наука про методи знаход-
ження найбiльшого або найменшого значення лiнiйної функцiї,
незалежнi змiннi якої задовольняють певнi лiнiйнi обмеження.
При цьому лiнiйна функцiя називається цiльовою, а обмежен-
ня, якi описуються у виглядi рiвнянь або нерiвностей, назива-
ються системою обмежень.

Лiнiйне програмування широко використовується в еконо-
мiцi при розв’язуваннi задач управлiння, рацiонального плану-
вання, органiзацiї виробництва i т.п. Воно також застосовуєть-
ся при рацiональному виборi параметрiв технiчних пристроїв i,
зокрема, при створеннi рiзних систем автоматизованого управ-
лiння.

Задача лiнiйного програмування – це математична модель
певної економiчної або технiчної задачi. При складаннi мате-
матичної моделi задачi необхiдно: 1) ввести незалежнi (керо-
ванi) змiннi; 2) виходячи з мети дослiджень, визначити цiльо-
ву функцiю; 3) враховуючи обмеження на параметри задачi та
їхнi кiлькiснi величини, записати систему обмежень.
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1.1. Приклади задач лiнiйного програмування.
Приклад 1 (задача про використання сировини або

планування виробництва). Для виготовлення двох видiв
продукцiї P1 i P2 використовують чотири типи сировини. За-
паси сировини, кiлькiсть одиниць сировини, що витрачається
на виготовлення одиницi продукцiї, а також величина доходу,
одержувана вiд реалiзацiї одиницi продукцiї наведенi в таблицi

Тип Кiлькiсть од. сир. Si, що Запаси
сировини витрач. на вигот. од. прод. Pj сировини

P1 P2

S1 2 3 19
S2 2 1 13
S3 0 3 15
S4 3 0 18

Доход
вiд реалiзацiї 7 5
од. прод.

Треба скласти математичну модель задачi знаходження
плану випуску продукцiї, щоб при її реалiзацiї одержати мак-
симальний доход.

J Позначимо через xj , j ∈ {1, 2}, кiлькiсть одиниць продук-
цiї Pj , j ∈ {1, 2}. Тодi, враховуючи кiлькiсть одиниць сировини,
що витрачається на виготовлення одиницi продукцiї, а також
запаси сировини, дiстанемо систему обмежень





2x1 + 3x2 ≤ 19,
2x1 + x2 ≤ 13,

3x2 ≤ 15,
3x1 ≤ 18,

яка стверджує, що кiлькiсть сировини, яка витрачається на ви-
готовлення продукцiї, не повинна перевищувати запасiв сиро-
вини. Якщо продукцiя Pj не випускається, то xj = 0, j ∈ {1, 2},
а якщо випускається, то xj > 0, j ∈ {1, 2}. Отже, одержуємо
знаковi обмеження на невiдомi x1, x2:

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0.
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Реалiзацiя x1 одиниць продукцiї P1 i x2 одиниць продукцiї
P2 дає вiдповiдно 7x1 i 5x2 грошових одиниць доходу, а тому
сумарний доход

f = 7x1 + 5x2 (гр. од.).

Отже, ми одержали математичну модель задачi:

f = 7x1 + 5x2 → max; (1)

при обмеженнях 



2x1 + 3x2 ≤ 19,
2x1 + x2 ≤ 13,

3x2 ≤ 15,
3x1 ≤ 18;

(2)

xj ≥ 0, j ∈ {1, 2}. (3)

Оскiльки цiльова функцiя та обмеження задачi є лiнiйними
вiдносно незалежних змiнних x1 i x2, то це задача лiнiйного
програмування.

Сукупнiсть векторiв X = (x1;x2), координати яких задо-
вольняють нерiвностi (2), (3), називається областю допусти-
мих планiв (розв’язкiв) задачi. Той з цих планiв (розв’язкiв)
X∗ = (x∗1;x

∗
2), який реалiзує екстремум цiльової функцiї f , на-

зивається оптимальним планом (розв’язком) задачi.I
Приклад 2 (задача про складання кормового рацiо-

ну або задача про дiєту). При вiдгодiвлi кожна тварина
щоденно повинна отримувати не менше 9 одиниць поживної
речовини S1, не менше 8 одиниць речовини S2 i не менше 12
одиниць речовини S3. Для складання рацiону використовують
два види корму P1 i P2. Вмiст кiлькостi одиниць поживної ре-
човини в одиницi кожного виду корму i вартiсть одиницi корму
наведено в таблицi
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Поживнi Кiлькiсть од. поживної Кiлькiсть
речовини речовини в од. корму поживної

P1 P2 речовини
S1 3 1 9
S2 1 2 8
S3 1 6 12

Вартiсть од. корму 4 6

Треба скласти математичну модель формування добово-
го рацiону потрiбної поживностi при мiнiмальних витратах на
нього.

J Нехай xj – кiлькiсть одиниць корму Pj , j ∈ {1, 2}, яку
треба придбати для органiзацiї добового рацiону. Тодi з умови
задачi випливає, що повиннi виконуватись обмеження:





3x1 + x2 ≥ 9,
x1 + 2x2 ≥ 8,

x1 + 6x2 ≥ 12.

Якщо корм P1 не використовується в рацiонi, то x1 = 0, а
коли використовується, то x1 > 0. Аналогiчно маємо, що x2 ≥
0. Отже, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0.

Нашою метою є добитися мiнiмальних витрат при скла-
даннi добового рацiону. Оскiльки сумарна вартiсть рацiону
f = 4x1 + 6x2, то цю функцiю треба дослiдити на мiнiмум.

Отже, математична модель задачi така:

f = 4x1 + 6x2 → min; (4)




3x1 + x2 ≥ 9,
x1 + 2x2 ≥ 8,
x1 + 6x2 ≥ 12

(5)

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0. (6)

Зауважимо, що подiбний вигляд мають задачi визначення
складу сплавiв, сумiшей пального, сумiшей мiнеральних до-
брив i т.п. I

Приклад 3 (транспортна задача). У пунктах A1, A2,
A3 розмiщенi кар’єри, якi видобувають глину, а в пунктах B1,
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B2, B3 i B4 цегельнi заводи. Потреби заводiв у глинi не бiльшi,
нiж продуктивнiсть кар’єрiв. Вiдомо скiльки глини потрiбно
кожному заводу i скiльки її добувають у кожному з кар’єрiв.
Вiдома також вартiсть перевезення однiєї тонни глини з кож-
ного кар’єру до вiдповiдного заводу. Треба спланувати поста-
чання зводiв глиною так, щоб витрати були найменшими. Всi
необхiднi данi наведено в таблицi

Постачальники Споживачi Запаси
B1 B2 B3 B4

A1 5 8 24 30 49
A2 8 10 20 32 48
A3 17 28 35 40 42

Потреби 32 57 32 15

J Нехай xij – кiлькiсть глини, яку одержує з кар’єру Ai,
i ∈ {1, 2, 3}, цегельний завод Bj , j ∈ {1, 2, 3, 4}.

Тодi система нерiвностей




x11 + x12 + x13 + x14 ≤ 49,
x21 + x22 + x23 + x24 ≤ 48,
x31 + x32 + x33 + x34 ≤ 42

характеризує кiлькiсть глини, яку буде вивезено з кожного
кар’єру, а система рiвнянь





x11 + x21 + x31 = 32,
x12 + x22 + x32 = 57,
x13 + x23 + x33 = 32,
x14 + x24 + x34 = 15

визначає кiлькiсть глини, яку одержує кожний з цегельних за-
водiв.

Витрати на перевезення вантажу складають:
1) у пункт B1 f1 = 5x11 + 8x21 + 17x31,
2) у пункт B2 f2 = 8x12 + 10x22 + 28x32,
3) у пункт B3 f3 = 24x13 + 20x23 + 35x33,
4) у пункт B4 f4 = 30x14 + 32x24 + 40x34.
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Сумарнi витрати

f = f1 + f2 + f3 + f4 = 5x11 + 8x21 + 17x31 + 8x12 + 10x22+

+28x32 + 24x13 + 20x23 + 35x33 + 30x14 + 32x24 + 40x34.

Отже, математична модель задачi має вигляд:

f = 5x11 + 8x21 + 17x31 + 8x12 + 10x22 + 28x32 + 24x13+

+20x23 + 35x33 + 30x14 + 32x24 + 40x34 → min;




x11 + x12 + x13 + x14 ≤ 49,
x21 + x22 + x23 + x24 ≤ 48,
x31 + x32 + x33 + x34 ≤ 42;




x11 + x21 + x31 = 32,
x12 + x22 + x32 = 57,
x13 + x23 + x33 = 32,
x14 + x24 + x34 = 15;

xij ≥ 0, i ∈ {1, 2, 3}, j ∈ {1, 2, 3, 4}. I

1.2. Форми запису задачi лiнiйного програмуван-
ня.При постановцi задач лiнiйного програмування можливi
рiзнi випадки: цiльова функцiя в одних задачах максимiзуєть-
ся, а в iнших – мiнiмiзується, обмеження на змiннi можуть
задаватися рiвностями або нерiвностями. Крiм того, умова
невiд’ємностi поширюється не на всi змiннi. Важливим є те,
що цi вiдмiнностi носять формальний характер. Зокрема, немає
необхiдностi розрiзняти задачi максимiзацiї i мiнiмiзацiї цiльо-
вої функцiї, оскiльки

max f(x) = −min(−f(x)),

min f(x) = −max(−f(x)).

У залежностi вiд вигляду системи обмежень задачi лiнiйно-
го програмування подiляють на три типи: стандартну, канонiч-
ну i загальну.

222



Стандартна задача лiнiйного програмування має
вигляд

f = c1x1 + c2x2 + . . . + cnxn → max; (7)




a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn ≤ b1,
a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn ≤ b2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn ≤ bm;

(8)

xj ≥ 0, j ∈ {1, . . . , n}. (9)

Це задача з однотипними обмеженнями-нерiвностями i не-
вiд’ємними змiнними. Очевидно, що задача про використання
сировини (1) – (3) i задача про складання кормового рацiону
(4) – (6) є стандартними.

У стандартнiй задачi спiввiдношення мiж кiлькiстю невi-
домих n i кiлькiстю обмежень m може бути довiльним, тобто
задача має змiст при n > m, n = m i n < m.

Канонiчною задачею називається задача лiнiйного про-
грамування, де всi змiннi невiд’ємнi, а обмеження є рiвностями:

f = c1x1 + c2x2 + . . . + cnxn → max; (10)




a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn = bm;

(11)

xj ≥ 0, j ∈ {1, . . . , n}. (12)

У канонiчнiй задачi кiлькiсть невiдомих завжди бiльша за
кiлькiсть рiвнянь, тобто n > m. Справдi, якщо кiлькiсть невi-
домих дорiвнює кiлькостi рiвнянь i рiвняння лiнiйно незалежнi,
то система має єдиний розв’язок. Якщо при цьому принаймнi
одне з xj , j ∈ {1, . . . , n} вiд’ємне, то це означає, що одержаний
розв’язок не є допустимим, i, отже, задача не має розв’язку.
Якщо ж всi xj ≥ 0, j ∈ {1, . . . , n}, то знайдений розв’язок є
допустимим, i вiн є оптимальним, бо iнших розв’язкiв немає.

У випадку, коли рiвнянь бiльше нiж невiдомих, то вони або
лiнiйно залежнi, i тодi частину з них можна вiдкинути, або
суперечливi, i тодi задача не має допустимих розв’язкiв.
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Надалi вважатимемо, що серед рiвнянь системи-обмежень
канонiчної задачi немає зайвих, тобто вони утворюють систему
лiнiйних незалежних рiвнянь, i матриця умов задачi має ранг
m.

Частинним випадком канонiчної задачi є задача в базис-
нiй формi, яка характерна тим, що всi bi ≥ 0, i ∈ {1, . . . , m}, i
в кожному рiвняннi є змiнна з коефiцiєнтом, що дорiвнює оди-
ницi, яка не входить в жодне з решти рiвнянь. Така змiнна
називається базисною. Наприклад,

f = c1x1 + c2x2 + . . . + cnxn → max; (13)




x1 +a1m+1xm+1 + . . . + a1nxn = b1,
x2 +a2m+1xm+1 + . . . + a2nxn = b2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xm +amm+1xm+1 + . . . + amnxn = bm;

(14)

xj ≥ 0, j ∈ {1, . . . , n}; (15)

bi ≥ 0, i ∈ {1, . . . , m}. (16)

Тут змiннi xi, i ∈ {1, . . . , m}, є базисними.
Загальна задача лiнiйного програмування – це задача, в

якiй є обмеження у виглядi як рiвностей, так i не рiвностей, а
умова невiд’ємностi накладається не на всi змiннi.

Стандартнi i канонiчнi задачi можна записувати у рiзних
формах

Матрична форма. Введемо позначення: C = (c1 c2 . . . cn),

A =




a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn


 , X =




x1

x2

. . .
xn


 , A0 =




b1

b2

. . .
bm


 .

Тодi стандартна задача (7) – (9) записується у виглядi

f = CX → max;

AX ≤ A0; (17)

X ≥ 0.
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а канонiчна (10) – (12) – у виглядi

f = CX → max;

AX = A0; (18)

X ≥ 0.

Зауваження. Якщо A = (aij) i∈{1,...,m}
j∈{1,...,n}

, B = (bij) i∈{1,...,m}
j∈{1,...,n}

,

матрицi однакового розмiру, то нерiвнiсть A ≤ B рiвносильна
нерiвностям aij ≤ bij , i ∈ {1, . . . , m}, j ∈ {1, . . . , n}.

Векторна форма. Якщо позначити через Aj j-й стовпчик
матрицi A, тобто

Aj =




a1j

a2j

. . .
amj


 , j ∈ {1, . . . , n},

то задачi (7) – (9) i (10) – (12) можна подати вiдповiдно у
виглядi:

f = CX → max;

x1A1 + x2A2 + . . . + xnAn ≤ A0; (20)

X ≥ 0;

f = CX → max;

x1A1 + x2A2 + . . . + xnAn = A0; (21)

X ≥ 0,

де CX – Скалярний добуток векторiв C = (c1; c2; . . . ; cn) i X =
(x1;x2; . . . ;xn).

1.3. Еквiвалентнi перетворення задач лiнiйного
програмування. Очевидно, що стандартна i канонiчна зада-
чi є частинними випадками загальної. У той же час всi цi типи
задач еквiвалентнi мiж собою : загальна задача за допомогою
простих перетворень зводиться до стандартної або канонiчної,
а останнi перетворюються одна в одну. Тому, розв’язавши одну
з них, ми однозначно дiстанемо розв’язок другої.
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На конкретних прикладах опишемо перетворення, якi доз-
воляють звести один тип задачi до iншого.

Приклад 4. Звести до канонiчного вигляду задачу

f = 8x1 + 2x2 → max;
{

x1 + x2 ≤ 16,
4x1 − 2x2 ≤ 20;

x1 ≥ 0.

J У цiй задачi обидва обмеження є нерiвностями, а на змiнну x2

не накладено жодних обмежень. Для зведення задачi до канонiчно-
го вигляду введемо в обмеження-нерiвностi додатковi (балансуючi)
змiннi x3 ≥ 0 i x4 ≥ 0 так, щоб нерiвностi x1 +x2 ≤ 16, 4x1−2x2 ≤ 20
перетворилися на рiвностi x1 + x2 + x3 = 16, 4x1 − 2x2 + x4 = 20.
Змiннi x3 i x4 ввiйдуть в цiльову функцiю з нульовими коефiцiєнта-
ми. Оскiльки змiнна x2 довiльна, то подамо її у виглядi x2 = x′2−x′′2 ,
де x′2 ≥ 0, x′′2 ≥ 0. Тодi дiстанемо канонiчну задачу

f = 8x1 + 2x′2 − 2x′′2 → max;
{

x1 + x′2 − x′′2 + x3 = 16,
4x1 − 2x′2 + 2x′′2 + x4 = 20;

x1 ≥ 0, x′2 ≥ 0, x′′2 ≥ 0, x3 ≥ 0, x4 ≥ 0. I

Приклад 5. Звести до канонiчного вигляду задачу:

f = 2x1 − 3x2 + x3 − 2x4 → min;




3x1 − 2x2 + 4x3 + x4 ≤ 12,
−2x1 + 3x2 + x3 − 2x4 ≥ 6,
−x1 + 2x2 − x3 + 3x4 = 8;

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≤ 0.

J На змiннi x1 i x2 вже накладено умову невiд’ємностi, а тому
їх залишаємо без змiн. Змiнну x3 замiнимо на x̄3 = −x3 i тому от-
римаємо, що x̄3 ≥ 0. Змiнну x4 замiняємо на рiзницю x4 = x′4 − x′′4 ,
де x′4 ≥ 0, x′′4 ≥ 0. Крiм того, введемо двi додатковi (балансуючi)
змiннi x5 ≥ 0, x6 ≥ 0, якi перетворюють перше i друге обмеження-
нерiвностi в обмеження-рiвностi. Далi вiд цiльової функцiї f перей-
демо до функцiї f̃ = −f .
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Отже, задача зведена до такого канонiчного вигляду:

f̃ = −(2x1 − 3x2 − x̄3 − 2x′4 + 2x′′4) → max;




3x1 − 2x2 − 4x̄3 + x′4 − x′′4 + x5 = 12,
−2x1 + 3x2 − x̄3 − 2x′4 + 2x′′4 − x6 = 6,
−x1 + 2x2 + x̄3 + 3x′4 − 3x′′4 = 8;

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x̄3 ≥ 0, x′4 ≥ 0, x′′4 ≥ 0,

x5 ≥ 0, x6 ≥ 0. I

Приклад 6. Звести до стандартного вигляду канонiчну задачу

f = 2− x1 + 3x2 → max;
{

2x1 + x2 + x3 − 3x4 = 10,
4x1 + x2 − x3 + x4 = 8;

xj ≥ 0, j ∈ {1, . . . , 4}.
J Запишемо систему обмежень у виглядi нерiвностей, змен-

шивши кiлькiсть незалежних змiнних. Для цього спочатку зведемо
цю систему до базисної форми, скориставшись методом Жордана-
Гаусса:

A1 A2 A3 A4 A0

2 1 1 −3 10
4 1 −1 1 8
2 1 1 −3 10
6 2 0 −2 18
−1 0 1 −2 1
3 1 0 −1 9

Отже, система обмежень набула базисного вигляду
{ −x1 + x3 − 2x4 = 1,

3x1 + x2 − x4 = 9.

Тут x2 i x3 базиснi змiннi, а x1 i x4 – вiльнi змiннi. Запишемо
задачу, виразивши цiльову функцiю i обмеження через вiльнi змiннi.
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Для цього з системи обмежень знайдемо x2 i x3 через вiльнi змiннi
{

x3 = 1 + x1 + 2x4,
x2 = 9− 3x1 + x4

i пiдставимо їх в цiльову функцiю. Тодi одержимо, що

f = 2− x1 + 3(9− 3x1 + x4) = 29− 10x1 + 3x4.

Оскiльки x2 ≥ 0 i x3 ≥ 0, то систему обмежень можна записати
у виглядi нерiвностей

{ −x1 − 2x4 ≤ 1,
3x1 − x4 ≤ 9.

Отже, наша задача набуде такого вигляду:

f = 29− 10x1 + 3x4 → max;
{ −x1 − 2x4 ≤ 1,

3x1 − x4 ≤ 9.

x1 ≥ 0, x4 ≥ 0. I

Вправи

1. Для пропонованої задачi скласти математичну модель:
1) Треба утворити сумiш з трьох хiмiчних речовин A1, A2, A3.

Вiдомо, що утворена сумiш повинна мiстити: речовини A1 не менше
6 одиниць, речовини A2 не менше 8 одиниць, речовини A3 не менше
12 одиниць. Речовини A1, A2, A3 мiстяться у трьох видах продуктiв
Π1, Π2, Π3 у концентрацiях, що визначаються таблицею

Хiмiчнi речовини
Продукти A1 A2 A3

Π1 2 1 3
Π2 1 2 4
Π3 3 1,5 2

.

Цiна одиницi продукту Π1 становить 2 гр.од., продукту Π2 – 3
гр.од., продукту Π3 – 2,5 гр.од. Сумiш повинна бути такою, щоб
вартiсть використаних продуктiв була найменшою.
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2) Три нафтопереробних заводи A1, A2, A3 iз максимальною що-
денною продуктивнiстю вiдповiдно 30, 20, 35 тис. тонн бензину за-
безпечують чотири бензосховища B1, B2, B3, B4, потреби яких ста-
новлять 10, 20, 25, 20 тис. тонн бензину вiдповiдно. Бензин транс-
портується до бензосховища за допомогою трубопроводiв. Вартiсть
перекачування 1000 т бензину вiд заводiв до сховищ наведено в таб-
лицi

Вартiсть перекачування 1000 т
Заводи бензину до сховищу, гр.од.

B1 B2 B3 B4

A1 4 5 3 7
A2 7 6 2 5
A3 2 3 9 8

.

Необхiдно спланувати переказування бензину так, щоб сумарна
вартiсть була мiнiмальною.

3) З листового прокату необхiдно вирiзати заготовки двох типiв
A i B для виготовлення 60 штук виробiв. Для одного виробу треба
три заготовки типу A i вiсiм заготовок типу B. Розмiри листа, а
також розмiри i конфiгурацiя заготовок дозволяють вибрати чотири
рацiональних варiанти, що вiдображено в таблицi

Заготовки Варiанти розкрою Потреби
заготов. 1 2 3 4

A 4 3 2 1 180
B 0 4 6 10 480

Вiдходи 12 5 3 0

Скласти такий план розкрою, щоб одержати необхiдну кiлькiсть
заготовок кожного типу при мiнiмальних сумарних вiдходах.

4) Магазин оптової торгiвлi реалiзує три види продукцiї P1, P2

i P3. Для цього використовують два типи обмежених ресурсiв: S1 –
корисна площа примiщень, яка складає 450 м2; S2 – робочий час пра-
цiвникiв магазину, що дорiвнює 600 людино/год. Товарообiг повинен
бути не меншим 240 тис. грн. Необхiдно скласти план товарообiгу,
який забезпечував би максимальний прибуток. Витрати ресурсiв на
реалiзацiю i отримуваний при цьому прибуток наведенi в таблицi
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Витрати ресурсiв на реа- Обсяг
Ресурси лiзацiю, тис. грн. ресурсiв

P1 P2 P3

S1, м2 1,5 2 3 450
S2, людино/год 3 2 1,5 600
Прибуток, тис. грн. 50 65 70

.

2. Сформульовану нижче задачу лiнiйного програмування звести
до канонiчного вигляду:

1) f = 2x1 − x2 + 3x3 → min;{
x1 + x2 − 2x3 ≤ 4,
−2x1 + x2 + 4x3 = 8;
x1 ≤ 0;

2) f = −4x1 + 3x2 − 5x3 → min;



3x1 + 2x2 − 3x3 = −7,
2x1 − x2 + 2x3 ≥ 5,
2x1 + 3x2 − x3 ≤ 8;

x1 ≥ 0, x3 ≤ 0.
3. Звести пропоновану задачу до симетричного (стандартного)

вигляду
1) f = 4x1 + 2x2 − x3 − x4 → max;



x1 + x2 − x3 = 4,
x1 + x3 + x4 = 8,
−5x1 + x3 + x5 = 5;

xj ≥ 0, j ∈ {1, . . . , 5};

2) f = x1 − x3 + 5x5 → min;



2x1 + x2 + x3 + 2x5 = 7,
x1 − x4 + x5 = 1,
−x1 − x3 + 3x5 = 4;

xj ≥ 0, j ∈ {1, . . . , 5}.

Вiдповiдi

1. 1) f = 2x1 + 3x2 + 2, 5x3 → min;



2x1 + x2 + 3x3 ≥ 6,
x1 + x2 + 1, 5x3 ≥ 8,
3x1 + 4x2 + 2x3 ≥ 12;

xj ≥ 0, j ∈ {1, 2, 3};

2) f = 4x11 + 5x12 + 3x13 + 7x14 + 7x21 + 6x22 + 2x23 + 5x24+
+2x31 + 3x32 + 9x33 + 8x34 → min;



x11 + x12 + x13 + x14 ≤ 30,
x21 + x22 + x23 + x24 ≤ 20,
x31 + x32 + x33 + x34 ≤ 35;




x11 + x21 + x31 = 10,
x12 + x22 + x32 = 20,
x13 + x23 + x33 = 25,
x14 + x24 + x34 = 20;

xij ≥ 0, i ∈ {1, 2, 3}, j ∈ {1, 2, 3, 4}.
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3) f = 12x1 + 5x2 + 3x3 → max;{
4x1 + 3x2 + 2x3 + x4 ≥ 180,
4x2 + 6x3 + 10x4 ≥ 480;

xj ≥ 0, j ∈ {1, 2, 3, 4};

4) f = 50x1 + 65x2 + 70x3 → max;



15x1 + 2x2 + 3x3 ≤ 450,
3x1 + 2x2 + 1, 5x3 ≤ 600,
x1 + x2 + x3 ≥ 240;

xj ≥ 0, j ∈ {1, 2, 3}.

2. 1) f = −f = 2x̄1 + x′2 − x′′2 − 3x′3 + 3x′′3 → max;{ −x̄1 + x′2 − x′′2 − 2x′3 + 2x′′3 + x4 = 4,
2x̄1 + x′2 − x′′2 + 4x′3 − 4x′′3 = 8;

x̄1 ≥ 0, x′2 ≥ 0, x′′2 ≥ 0, x′3 ≥ 0, x′′3 ≥ 0, x4 ≥ 0;

2) f = −f = 4x1 − 3(x′2 − x′′2)− 5x̄3 → max;



3x1 + 2(x′2 − x′′2) + 3x̄3 = −7,
2x1 − (x′2 − x′′2)− 2x̄3 − x4 = 5,
2x1 + 3(x′2 − x′′2) + x̄3 + x5 = 8;

x1 ≥ 0, x′2 ≥ 0, x′′2 ≥ 0, x̄3 ≥ 0, x4 ≥ 0, x5 ≥ 0;

3. 1) f̃ = 3x1 + 2x3 → max;



x1 − x3 ≤ 4,
x1 + x3 ≤ 8,
−5x1 + x3 ≤ 5;

x1 ≥ 0, x3 ≥ 0;

2) f̃ = −2x1 − 2x5 − 4 → max;



x1 + 5x5 ≤ 11,
−x1 − x5 ≤ −1,
x1 − 3x5 ≤ −4;

x1 ≥ 0, x5 ≥ 0.
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§2. Властивостi задач лiнiйного програмування

Для кращого розумiння особливостей розв’язування задачi
лiнiйного програмування зручно скористатися її геометричним
тлумаченням.

Тому спочатку розглянемо деякi додатковi поняття й озна-
чення лiнiйної алгебри.

2.1. Опуклi множини. Множина Ω ⊂ Rn називається
опуклою, якщо вона разом з двома своїми довiльними точ-
ками X1 ∈ Ω, X2 ∈ Ω мiстить всi точки вигляду

X = λX1 + (1− λ)X2, 0 ≤ λ ≤ 1. (1)

Тут i надалi пiд αX, α ∈ R, розумiтимемо добуток вектора
на число.

Очевидно, що коли λ пробiгає значення вiд 0 до 1, то точка
X описує вiдрiзок X2X1. Точка X, для якої виконується умова
(1), називається опуклою лiнiйною комбiнацiєю точок X2

i X1. Точки X1 i X2 називаються кутовими або крайнiми
точками вiдрiзка X1X2.

X1

X2

X

По-iншому можна сказати, що множи-
на Ω називається опуклою, якщо вона
разом зi своїми двома довiльними точ-
ками X1 i X2 мiстить вiдрiзок, який їх
з’єднує.

Прикладами опуклих множин є прямолiнiйний вiдрiзок,
пряма, пiвплощина, круг, куля, куб, пiвпростiр i т.д.

X1

X2

X1

X2
X1

X2

X1

X2

Опуклi множини Неопуклi множини

Доводиться, що перерiз довiльної кiлькостi опуклих мно-
жин є опуклою множиною.

232



Точка X називається опуклою лiнiйною комбiнацiєю
точок X1, X2, . . ., Xn, якщо виконується умова

X = α1X1 + α2X2 + . . . + αnXn,

де

αi ≥ 0, i ∈ {1, . . . , n},
n∑

i=1

αi = 1.

У вiдповiдностi з означенням опуклої множини вона мi-
стить опуклу лiнiйну комбiнацiю будь-яких своїх точок.

Точка опуклої множини називається крайньою, якщо її не
можна подати у виглядi опуклої лiнiйної комбiнацiї будь-яких
двох рiзних точок цiєї множини. Наприклад, крайнiми точками
многокутника є його вершини.

Опукла замкнена множина точок простору (площини), яка
має скiнченне число кутових (крайнiх) точок, називається
опуклим многогранником (многокутником), якщо вона
обмежена, i опуклою многогранною (многокутною) об-
ластю, якщо вона необмежена.

Кутовi точки многокутника називаються його вершина-
ми, а вiдрiзки, що з’єднують двi вершини i утворюють його
межу – сторонами.

6

-

x2

x1

A

B

C

D
E

P

Q

N

M

O

Опорною прямою опуклого
многокутника називається пря-
ма, яка має з многокутником,
розмiщеним по один бiк вiд неї,
принаймнi одну спiльну точку.
Прямi MN i PQ є опорними до
многокутника ABCDE.

2.2. Властивостi розв’язкiв задачi лiнiйного програ-
мування. Розглянемо канонiчну задачу, записану в матрично-
векторнiй формi

f = CX → max; (2)

x1A1 + x2A2 + . . . + xnAn = A0; (3)

233



X ≥ 0, (4)

де CX – скалярний добуток векторiв C = (c1; c2; . . . ; cn) i X =
(x1;x2; . . . ;xn), а вектори

A1 =




a11

a21

. . .
am1


 , A2 =




a12

a22

. . .
am2


 , . . . , An =




a1n

a2n

. . .
amn


 ,

A0 =




b1

b2

. . .
bm




складаються вiдповiдно з коефiцiєнтiв при змiнних x1, x2, . . .,
xn i вiльних членiв.

З обмежень (3), (4) випливає, що X = (x1;x2; . . . ;xn),
xj ≥ 0, j ∈ {1, . . . , n}, є планом або допустимим планом
задачi (2) – (4) тодi й тiльки тодi, коли вектор-стовпчик A0 є
невiд’ємною лiнiйною комбiнацiєю векторiв A1, A2, . . ., An, де
коефiцiєнтами є координати вектора X.

План X = (x1; x2; . . . ; xn) задачi (2) – (4) називається опор-
ним, якщо вектори-стовпчики Aj , якi вiдповiдають додатним
xj , є лiнiйно незалежними.

З цього означення випливає, що число додатних координат
опорного плану не перевищує m, бо вектори Aj , j ∈ {1, . . . , n}, є
m-вимiрними, а в m-вимiрному просторi Rm максимальне чис-
ло лiнiйно незалежних векторiв дорiвнює m.

Опорний план називається невиродженим, якщо число
його додатних координат дорiвнює m, i виродженим, якщо
воно менше m.

Базисом опорного плану називається система з m лiнiй-
них незалежних векторiв-стовпчикiв Aj матрицi A, що мiстить
всi вектори, якi вiдповiдають додатним координатам опорного
плану.

Доводиться [13], що множина планiв задачi лiнiйного про-
грамування є опуклим многогранником (многокутником) або
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опуклою многогранною (многокутною) областю. Надалi на-
зиватимемо цю множину многогранником (многокутником)
розв’язкiв i позначатимемо символом Ω.

Вiдповiдь на питання, в якiй точцi многогранника (много-
кутника) досягається екстремум цiльової функцiї дає така тео-
рема.

Теорема [14]. Якщо цiльова функцiя f має максимум на
опуклому многограннику допустимих планiв (розв’язкiв), то
вiн досягається у вершинi (кутовiй точцi) цього многогран-
ника.

Якщо цiльова функцiя має максимум бiльше нiж в однiй
кутовiй точцi, то вона досягає його в будь-якiй точцi, яка є
опуклою лiнiйною комбiнацiєю цих точок.

Згiдно з цiєю теоремою, замiсть дослiдження нескiнчен-
ної множини допустимих планiв (розв’язкiв) для знаходження
серед них оптимального розв’язку, необхiдно дослiдити лише
скiнченне число кутових точок многогранника розв’язкiв.

Доводиться, що вектор X = (x1; x2; . . . ; xn) є опорним пла-
ном задачi (2) – (4) тодi й тiльки тодi, коли X є вершиною
многогранника Ω допустимих планiв.

Отже, якщо цiльова функцiя задачi лiнiйного програмуван-
ня (2) – (4) обмежена на опуклому многограннику розв’язкiв,
заданому умовами задачi, то iснує крайня точка (опорний
план) цiєї множини, у якiй цiльова функцiя досягає максиму-
му. Тому для розв’язування задачi лiнiйного програмування
необхiдно дослiдити тiльки вершини многогранника розв’язкiв
– опорнi плани задачi.
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§3. Графiчний (градiєнтний) метод розв’язування
задач лiнiйного програмування

В основi графiчного (градiєнтного) методу розв’язування
задачi лiнiйного програмування лежить її геометричний змiст.
Застосовується цей метод в основному при розв’язуваннi задач
з двома незалежними змiнними i тiльки деяких задач, коли є
три незалежнi змiннi, оскiльки графiчно складно побудувати
многогранник розв’язкiв у n-вимiрному просторi, де n ≥ 3.

Розглянемо спочатку задачу лiнiйного програмування у ви-
падку двох незалежних змiнних:

f = c1x1 + c2x2 → max (min) (1)

при обмеженнях




a11x1 + a12x2 ≤ b1,
a21x1 + a22x2 ≤ b2,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1x1 + am2x2 ≤ bm;

(2)

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0. (3)

Вважатимемо, що система умов-обмежень (2) при виконан-
нi обмежень (3) сумiсна i її многокутник розв’язкiв обмежений.

Кожна з нерiвностей (2) за умов (3), як вiдомо [13], визначає
пiвплощину з межею ai1x1 + ai2x2 = bi, i ∈ {1, . . . , m}, x1 = 0,
x2 = 0. Перерiз цих пiвплощин визначає опуклу множину –
многокутник допустимих планiв (розв’язкiв) Ω.

З геометричної точки зору розв’язати задачу лiнiйного про-
грамування (1) – (3) означає, що треба знайти таку кутову
точку або набiр точок з Ω, де досягається екстремум цiльо-
вої функцiї f . Для цього використовують вектор ~n = (c1; c2),
який є нормальним вектором прямої f = h або c1x1 + c2x2 = h,
h ∈ R. Прямi c1x1 + c2x2 = h, h ∈ R, називають лiнiями рiвня
функцiї f . Вони зростають найшвидше у напрямку вектора ~n.

Опишемо алгоритм графiчного методу розв’язування
задачi лiнiйного програмування.
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1) Знаходимо область допустимих розв’язкiв Ω. Якщо ця
множина порожня, то задача розв’язку немає.

2) Будуємо вектор ~n = (c1; c2).
3) Проводимо лiнiю рiвня (f), яка перпендикулярна до ~n i

проходить через початок координат. При збiльшеннi h пряма
f = h зсувається паралельно у напрямку вектора ~n. Якщо A –
перша точка зустрiчi прямої рiвня з многокутником розв’язкiв
Ω, f(A) = h0, то пряма рiвня f(x) = h при h < h0 не має
спiльних точок з Ω. Звiдси випливає, що h0 = min f на Ω. Ана-
логiчно, якщо B – остання точка перетину лiнiї рiвня з Ω, то
f(B) = max f на Ω.

Якщо першої точки перетину лiнiї рiвня (f) з Ω не iснує,
тобто при всiх h з деякого промiжку (−∞; h0) пряма рiвня пе-
ретинає Ω, то fmin = −∞, i задача на мiнiмум нерозв’язна. Як-
що не iснує останньої точки перетину, то fmax = +∞, i задача
на максимум нерозв’язна.

Якщо виявиться, що лiнiя рiвня паралельна до однiєї iз
сторiн многокутника розв’язкiв, то в цьому випадку екстре-
мум досягається в усiх точках вiдповiдної сторони, а задача
лiнiйного програмування матиме безлiч розв’язкiв

X∗ = λX∗
1 + (1− λ)X∗

2 ,

де 0 ≤ λ ≤ 1, X∗
1 i X∗

2 – оптимальнi розв’язки (кутовi точки).
4) Знаходимо координати точки екстремуму i значення цi-

льової функцiї в нiй. Для знаходження координат точки A екс-
тремуму (вершини многокутника Ω) треба розв’язати систему
лiнiйних рiвнянь вигляду

{
ai1x1 + ai2x2 = bi,
aj1x1 + aj2x2 = bj ,

де i та j – номера прямих, що обмежують область допустимих
розв’язкiв Ω, на перетинi яких знаходиться вершина A.

Приклад 1. Продаючи товари двох типiв P1 i P2 торговельне
пiдприємство використовує чотири види ресурсiв S1, S2, S3 i S4. Нор-
ми витрат ресурсiв на реалiзацiю одиницi товару та обсяг ресурсiв
наведено в таблицi
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Ресурси Норма витрат ресурсiв Запаси
P1 P2 ресурсiв

S1 2 2 12
S2 1 2 8
S3 4 0 16
S4 0 4 12

Прибуток вiд реалiзацiї одиницi товару P1 становить 2 гр.од., а
товару P2 – 3 гр.од.

Знайти оптимальний план реалiзацiї товарiв, який забезпечує
максимальний прибуток.

J Нехай xj – кiлькiсть одиниць товару Pj , j ∈ {1, 2}, яку треба
реалiзувати. Математична модель задачi має вигляд:

f = 2x1 + 3x2 → max;




2x1 + 2x2 ≤ 12,
x1 + 2x2 ≤ 8,

4x1 ≤ 16,
4x2 ≤ 12;

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0.

Побудуємо область допустимих розв’язкiв. Спочатку проведемо
прямi:

2x1 + 2x2 = 12 (1),
x1 + 2x2 = 8 (2),

4x1 = 16 (3),
4x2 = 12 (4).
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Кожна з цих прямих дiлить площину Ox1x2 на двi частини.
З’ясуємо, яку пiвплощину утворюють точки, координати яких задо-
вольняють обмеження-нерiвнiсть. Розглянемо це на прикладi першої
нерiвностi. Для цього вiзьмемо точку O(0; 0) i пiдставимо її коорди-
нати в перше обмеження:

2 · 0 + 2 · 0 ≤ 12 або 0 ≤ 12.

Оскiльки нерiвнiсть правильна, то нерiвнiсть 2x1 + 2x2 ≤ 12 задо-
вольняють координати тих точок, якi знаходяться у тiй же пiвпло-
щинi, що й точка O. Цю пiвплощину вiдзначаємо стрiлочками на пря-
мiй (1). Аналогiчно знаходимо пiвплощини, якi визначаються другим
i третiм обмеженнями-нерiвностями. Перерiз одержаних пiвплощин
й визначає многокутник розв’язкiв OABCD.

Для побудови лiнiї рiвня 2x1 + 3x2 = 0 (f) вiдкладемо нормаль-
ний вектор ~n = (2; 3) i через точку O проведемо пряму, перпенди-
кулярну до цього вектора. Пряму (f) пересуваємо паралельно самiй
собi у напрямку вектора ~n. З рисунка 1 випливає, що опорною до
многокутника розв’язкiв Ω ця пряма є в точцi C, де функцiя f на-
буває максимального значення. Очевидно, що точка C лежить на
перетинi прямих (1), (2), (3). Знайдемо її координати, розв’язавши,
наприклад, систему {

2x1 + 2x2 = 12,
4x1 = 16,

звiдки одержуємо, що x1 = 4, x2 = 2.
Отже, оптимальний розв’язок X∗ = (4; 2), fmax = f(X∗) = 2 ·

4 + 3 · 2 = 14, а це означає, що для забезпечення максимального
прибутку, що становить 14 гр.од., треба реалiзувати чотири одиницi
товару P1 i двi одиницi товару P2.I

Приклад 2. Розв’язати задачу про складання кормового ра-
цiону (приклад 2 з §1), математична модель якої має вигляд:

f = 4x1 + 6x2 → min;

при обмеженнях 



3x1 + x2 ≥ 9,
x1 + 2x2 ≥ 8,
x1 + 6x2 ≥ 12;

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0.
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J Побудуємо многокутник розв’язкiв. Для цього в системi коор-
динат Ox1x2 зобразимо межовi прямi:

3x1 + x2 = 9 (1),
x1 + 2x2 = 8 (2),
x1 + 6x2 = 12 (3),

x1 = 0, x2 = 0 (4)

i з’ясуємо, яку пiвплощину визначає кожне обмеження-нерiвнiсть
вiдносно вiдповiдної прямої (рис. 2).

6

-

x2

*

O

Рис. 2

B

1

~n
Ωµ

(f)
(1) (2)

(3) x1µ 6

¸

9

83

2

µ

12

Будуємо вектор ~n = (4; 6) = 2(2; 3) i пряму рiвня 4x1+6x2 = 0 (f).
Якщо рухати цю пряму у напрямку вектора ~n, то вперше вона стає
опорною до многокутника розв’язкiв Ω у точцi B, а це означає, що в
цiй точцi функцiя f набуває мiнiмального значення. Точка B лежить
на перетинi прямих (1) i (2), а тому для знаходження її координат
треба розв’язати систему рiвнянь:

{
3x1 + x2 = 9,
x1 + 2x2 = 8,

звiдки випливає, що x1 = 2, а x2 = 3.
Отже, оптимальний розв’язок X∗ = (2; 3), а fmin = f(X∗) = 4·2+

6 · 3 = 26.
Це означає, що для забезпечення необхiдного добового рацiону

при мiнiмальних витратах у 26 гр.од. треба скласти рацiон з 2 од.
корму P1 i 3 од. корму P2. I

Зауваження. За допомогою графiчного методу можна
розв’язувати задачi лiнiйного програмування, система обме-
жень яких мiстить n невiдомих i m лiнiйно незалежних рiв-
нянь, якщо n−m = 2.
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Приклад 3. Розв’язати задачу

f = x1 + 2x3 + x5 → min;

при обмеженнях




x1 +x2 +x3 +x4 + x5 = 5,
x2 +x3 +x4 − x5 = 2,

x3 −x4 + x5 = 1;

xj ≥ 0, j ∈ {1, . . . , 5}.
J Маємо n = 5, m = 3. Оскiльки n−m = 5−3 = 2, то задачу мож-

на розв’язати графiчно. Для цього спочатку запишемо систему об-
межень у базиснiй формi, скориставшись методом Жордана-Гаусса

A1 A2 A3 A4 A5 A0

1 1 1 1 1 5
0 1 1 1 −1 2
0 0 1 −1 1 1
1 0 0 0 2 3
0 1 1 1 −1 2
0 0 1 −1 1 1
1 0 0 0 2 3
0 1 0 2 −2 1
0 0 1 −1 1 1 .

Отже, система обмежень набула вигляду




x1 +2x5 = 3,
x2 +2x4 − 2x5 = 1,

x3 −x4 + x5 = 1,

де x1, x2, x3 – базиснi змiннi, а x4, x5 – вiльнi змiннi.
Запишемо задачу, виразивши цiльову функцiю та обмеження че-

рез вiльнi змiннi x4 i x5. З системи обмежень випливає, що




x1 = 3− 2x5,
x2 = 1− 2x4 + 2x5,
x3 = 1 + x4 − x5.

Пiдставивши цi вирази в цiльову функцiю, дiстанемо

f̃ = 3− 2x5 + 2(1 + x4 − x5) + x5 = 2x4 − 3x5 + 5.
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Якщо в системi обмежень вiдкинути базиснi змiннi x1 ≥ 0, x2 ≥ 0
i x3 ≥ 0, то одержимо таку задачу лiнiйного програмування:

f̃ = 2x4 − 3x5 + 5 → min;




2x5 ≤ 3;
2x4 − 2x5 ≤ 1,
−x4 + x5 ≤ 1;

x4 ≥ 0, x5 ≥ 0.

Розв’яжемо цю задачу графiчно (рис. 3), де ~n = (2;−3) =

2
(

1;−3
2

)
.
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Очевидно, що f̃ досягає мiнiмуму в точцi C перетину прямих (1)
i (3):

{
2x5 = 3,

−x4 + x5 = 1; звiдки





x∗5 =
3
2
,

x∗4 =
1
2
.

Тодi f̃min = f̃
(1

2
;
3
2

)
= 2 · 1

2
+ 3 · 3

2
+ 5 =

3
2
.

Оскiльки x∗1 = 3−2·3
2

= 0; x∗2 = 1−2·1
2
+

3
2
2·2 = 3; x∗3 = 1+

1
2
−3

2
=

0, то оптимальним розв’язком вихiдної задачi є X∗ =
(

0; 3; 0;
1
2
;
3
2

)
,

fmin =
3
2
. I
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Вправи

1. Розв’язати графiчно задачу лiнiйного програмування:

1) f = 3x1 + x2 → max;{
2x1 + 3x2 ≤ 6,
2x1 − 3x2 ≤ 3;

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0;

2) f = 2x1 − 10x2 → min;{
x1 − x2 ≥ 0,
x1 − 5x2 ≥ −5;

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0;

3) f = x1 + 3x2 → max;



−x1 + x2 ≤ 3,
x1 + x2 ≤ 7,

3x1 + x2 ≤ 15;
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0;

4) f = 2x1 + 2x2 → max;



x1 + x2 ≤ 7,
x1 ≤ 6,
x2 ≤ 5;

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0;

5) f = 3x1 + 5x2 → max;



x1 − x2 ≤ 3,
−3x1 + x2 ≤ 6,

x2 ≥ 4;
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0;

6) f = −x1 − x2 → min;



3x1 + 9x2 ≤ 18,
x1 + x2 ≤ 4,

x1 ≥ 1, x2 ≥ 0;

7) f = x1 + 3x2 → max;



x1 − x2 ≥ 0,
x1 + x2 ≤ 6,

x2 ≤ 4;

8) f = −2x1 − x2 → min;



x1 + 2x2 ≥ 2,
2x1 − x2 ≥ 0,
x1 − 2x2 ≤ 0,
x1 − x2 ≥ −1;

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0.

2. За допомогою графiчного методу розв’язати задачу лiнiйного
програмування:

1) f = 4x1 + 2x2 + x4 − 8 → max;



2x1 + x2 + x3 = 14,
x2 + x4 = 8,

x1 + x2 − x5 = 4,
2x1 − 3x2 + x6 = 6;

xj ≥ 0, j ∈ {1, . . . , 6};

2) f = −x1 + 4x2+
+2x4 − x5 → max;




x1 − 5x2 + x3 = 5,
−x1 + x2 + x4 = 4,
x1 + x2 + x5 = 8;

xj ≥ 0, j ∈ {1, . . . , 5};

3) f = 4x1 + 2x2 − x3 − x4 → max;



x1 + x3 + x4 = 8,
−5x1 + x3 + x5 = 5,
x1 + x2 − x3 = 4;

xj ≥ 0, j ∈ {1, . . . , 5};

4) f = −x1 + 5x2 − 16x3+
+5x4 + x5 → max;




4x1 + 2x3 − x4 = 8,
x1 + 2x3 + x5 = 10,
3x1 + x2 − 2x3 = 6;

xj ≥ 0, j ∈ {1, . . . , 5};
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5) f = 2x4 + 3x5 → max;



x1 + x4 = 4,
x4 + x5 + 3x6 = 9,
x3 + x4 + 2x6 = 8,
x2 + x4 + x6 = 5;

xj ≥ 0, j ∈ {1, . . . , 6};

6) f = 7x1 + 7x2 + x3 − x5 − 50 → max;



4x1 + 7x2 + x3 = 55,
11x1 + 12x2 + x4 = 132,
−2x1 + 3x2 + x5 = 5;
xj ≥ 0, j ∈ {1, . . . , 5};

7) f = x1 − 3x2 − x3 − x4 − x5 + 88 → max;



−2x1 + x2 + x3 = 2,
−x1 + 5x2 + x4 = 37,
5x1 + x2 + x5 = 49,
3x1 − 4x2 + x6 = 11,
3x1 + 4x2 − x7 = 19;

xj ≥ 0, j ∈ {1, . . . , 7}.

Вiдповiдi

1. 1) X∗ = (2, 25; 0, 5), fmax = 7, 25; 2) X∗ = (0; 1), fmin = −10;
3) X∗ = (2; 5), fmax = 17; 4) X∗ = λX∗

1 + (1− λ)X∗
2 , 0 ≤ λ ≤ 1, X∗

1 =
(6; 1), X∗

2 = (2; 5), fmax = 14; 5) fmax = +∞; 6) X∗ = λX∗
! +(1−λ)X∗

2 ,
0 ≤ λ ≤ 1, X∗

1 = (3; 1), X∗
2 (4; 0), fmin = −4; 7) X∗ = (3; 3), fmax = 12;

8) fmin = −∞.
2. 1) X∗ = (6; 2; 0; 6; 4; 0), fmax = 26; 2) X∗ = (2; 6; 33; 0; 0), fmax =

22; 3) X∗ = (6; 0; 2; 0; 33), fmax = 29; 4) X∗ = (4; 0; 3; 14; 0), fmax = 18;
5) X∗ = (1; 0; 1; 3; 0; 2), fmax = 12; 6) X∗ = (5; 5; 0; 17; 0), fmax = 20;
7) a) X∗ = (8; 9; 9; 0; 0; 23; 41), fmax = 6; б) X∗ = λX∗

1 + (1 − λ)X∗
2 ,

X∗
1 = (1; 4; 0; 18; 40; 24; 0), X∗

2 = (5; 1; 11; 37; 23; 0; 0), 0 ≤ λ ≤ 1, fmin =
19.
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§4. Симплексний метод розв’язування задач
лiнiйного програмування

Цей метод є унiверсальним, оскiльки дозволяє розв’язувати
практично будь-яку задачу лiнiйного програмування, записану
в канонiчному виглядi.

Iдея симплексного методу полягає в тому, що початковий
опорний план послiдовно покращується i за певну кiлькiсть
етапiв (iтерацiй) доводиться до оптимального. Значення цiльо-
вої функцiї при цьому переходi для задач на максимум не спа-
дає, а для задач на мiнiмум не зростає. Напрямок переходу вiд
одного опорного розв’язку до iншого вибирається згiдно з кри-
терiєм оптимальностi цiльової функцiї задачi. При цьому ви-
користовується той факт, що коли задача лiнiйного програму-
вання має оптимальний розв’язок, то вiн вiдповiдає принаймнi
однiй кутовiй точцi многогранника розв’язкiв, тобто допусти-
мому опорному плану.

4.1. Алгоритм симплексного методу. Розглянемо за-
дачу лiнiйного програмування, записану в базиснiй формi

f = c1x1 + c2x2 + . . . + cnxn → max;




x1 +a1m+1xm+1 + · · ·+ a1nxn = b1,
x2 +a2m+1xm+1 + · · ·+ a2nxn = b2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xm +amm+1xm+1 + · · ·+ amnxn = bm;

xj ≥ 0, j ∈ {1, . . . , n};
bi ≥ 0, i ∈ {1, . . . ,m}. (1)

Умови такої задачi зручно записувати у виглядi симплекс-
ної таблицi
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c1 c2 . . . cm cm+1 . . . cs . . . cni Б Cб A0 A1 A2 . . . Am Am+1 . . . As . . . An

1 A1 c1 b1 1 0 . . . 0 a1m+1 . . . a1s . . . a1n

2 A2 c2 b2 0 1 . . . 0 a2m+1 . . . a2s . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
r Ar cr br 0 0 . . . 0 arm+1 . . . ars . . . arn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
m Am cm bm 0 0 . . . 1 amm+1 . . . ams . . . amn

m + 1 f0 ∆1 ∆2 . . . ∆m ∆m+1 . . . ∆s . . . ∆n .

Над позначеннями векторiв A1, . . ., An записуються коефi-
цiєнти цiльової функцiї. У стовпчику Б (базис) записуємо оди-
ничнi базиснi вектори; у стовпчику Cб – коефiцiєнти цiльової
функцiї, якi вiдповiдають векторам базису; у стовпчику A0 –
значення базисних змiнних; у стовпчиках A1, . . ., An – коефi-
цiєнти aij матрицi умов.

При заповненнi (m + 1)-го рядка користуємося тим, що

f0 = CбA0 = c1b1 + c2b2 + . . . + cmbm,

fj = CбAj = c1a1j + c2a2j + . . . + cmamj ,

∆j = fj − cj , j ∈ {1, . . . , n}.
Очевидно, що коли цiльова функцiя мiстить лише вiльнi

змiннi, то елементи (m + 1)-го рядка визначається так: f0 = 0,
∆j = 0 для базисних змiнних x1, . . ., xm i ∆j = −cj для вiльних
змiнних xj+1, . . ., xn.

Опишемо алгоритм симплексного методу по кроках.
1. Переглядаємо знаки всiх коефiцiєнтiв ∆j оцiночного

(m+1)-го рядка. Якщо всi ∆j ≥ 0, то задача розв’язана: допу-
стимий базисний розв’язок X0 = (b1, . . . , bm, 0, . . . , 0) оптималь-
ний, fmax = f0. Якщо не всi ∆j ≥ 0, то переходимо до кроку
2.

2. Серед значень ∆j < 0 вибираємо найбiльше за абсо-
лютною величиною, i стовпчик, який йому вiдповiдає, беремо
за провiдний. Нехай це буде стовпчик As. Якщо в провiдно-
му стовпчику всi елементи ais ≤ 0, i ∈ {1, . . . , m}, то задача
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(1) розв’язку не має, бо цiльова функцiя необмежена, тобто
fmax = +∞. Якщо ж серед ais, i ∈ {1, . . . , m} є додатнi, то
переходимо до кроку 3.

3. Для кожного елемента ais > 0 провiдного стовпчика зна-

ходимо вiдношення
bi

ais
, вибираємо серед них найменше, тобто

знаходимо симплексне вiдношення θ0s = min
ais>0

{
bi

ais

}
, i нази-

ваємо рядок, де воно досягається, провiдним. Нехай це буде
рядок з номером r. Елемент ars, який знаходиться на перетинi
провiдного стовпчика i провiдного рядка беремо за провiдний
(розв’язувальний).

4. Заповнюємо наступну симплексну таблицю. Для цього
переписуємо провiдний рядок, подiливши його на провiдний
елемент, у стовпчику Б (базис) замiнюємо вектор Ar на As, а в
стовпчику Cб – cr на cs. Решту коефiцiєнтiв таблицi знаходи-
мо за методом Жордана-Гаусса (за правилом прямокутника).
Одержаний новий опорний план перевiряємо на оптимальнiсть,
тобто переходимо до кроку 1.

Зауваження 1. Якщо на кроцi 2 є декiлька найбiльших
за абсолютною величиною оцiнок ∆j , то в базис включають
той вектор, якому вiдповiдає max

j
cj . Точнiшим є таке пра-

вило: якщо не виконується умова оптимальностi ∆j ≥ 0,
j ∈ {1, . . . , n}, то в базис включають той вектор, якому вiд-
повiдає min

j
θ0j∆j, де мiнiмум береться по тих j, для яких

∆j < 0; якщо ж мiнiмальних оцiнок декiлька, то в базис вклю-
чають вектор, якому вiдповiдає max

j
cj .

Зауваження 2. Якщо в задачi (1) f → min, то умовою
оптимальностi плану є ∆j ≤ 0, j ∈ {1, . . . , n}. Якщо ж умова
оптимальностi не виконується, то в базис включають вектор,
якому вiдповiдає найбiльше ∆j . У випадку, коли таких значень
є декiлька, то включають той вектор, якому вiдповiдає min

j
cj .

Зауваження 3. Якщо в останнiй симплекснiй таблицi ви-
конується умова оптимальностi плану, але число тих ∆j , якi
дорiвнюють нулю, бiльше за число обмежень m, то це означає,
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що оптимальний план не єдиний. Для знаходження другого оп-
тимального плану, треба перейти до наступної симплексної таб-
лицi, взявши за провiдний той з небазисних стовпчикiв, якому
вiдповiдає ∆j = 0, а провiдний рядок вибравши за симплекс-
ним вiдношенням.

Приклад 1. Пiдприємство на основi трьох типiв ресурсiв S1, S2

i S3 може органiзувати виробництво певної продукцiї двома рiзними
способами P1 i P2.

Запаси ресурсiв i витрати кожного типу ресурсiв при кожному
способi виробництва визначено таблицею

Типи Витрати ресурсiв Запаси
ресурсiв P1 P2 ресурсiв

S1 1 2 4
S2 1 1 3
S3 2 1 8

При першому способi виробництва пiдприємство випускає за
один мiсяць 3 тис. виробiв, при другому – 4 тис. виробiв.

Скiльки мiсяцiв повинне працювати пiдприємство кожним з цих
способiв, щоб при наявних ресурсах забезпечити максимальний ви-
пуск продукцiї?

J Складемо математичну модель задачi. Нехай x1 – час (в мiся-
цях) роботи пiдприємства способом P1, а x2 – час (в мiсяцях) роботи
пiдприємства способом P2. Тодi математична модель має вигляд:

f = 3x1 + 4x2 → max;




x1 + 2x2 ≤ 4,
x1 + x2 ≤ 3,
2x1 + x2 ≤ 8;

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0.

Для того щоб розв’язати цю задачу симплексним методом, зве-
демо її до канонiчного базисного вигляду, ввiвши додатковi (балан-
суючi) змiннi x3 ≥ 0, x4 ≥ 0 i x5 ≥ 0:

f = 3x1 + 4x2 → max;




2x1 + 2x2 + x3 = 4,
x1 + x2 + x4 = 3,
2x1 + x2 + x5 = 8;
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xj ≥ 0, j ∈ {1, . . . , 5}.
Розв’язуватимемо цю задачу за допомогою симплексних таблиць

3 4 0 0 0i Б Cб A0
A1 A2 A3 A4 A5

1 A3 0 4 1 2 1 0 0
2 A4 0 3 1 1 0 1 0
3 A5 0 8 2 1 0 0 1

m + 1 0 −3 −4 0 0 0
1 A2 4 2 1/2 1 1/2 0 0
2 A4 0 1 1/2 0 −1/2 1 0
3 A5 0 6 3/2 0 −1/2 0 1

m + 1 8 −1 0 2 0 0
1 A2 4 1 0 1 1 −1 0
2 A1 3 2 1 0 −1 2 0
3 A5 0 3 0 0 1 −3 1

m + 1 10 0 0 1 2 0 .

У першiй симплекснiй таблицi умова оптимальностi не вико-
нується, бо ∆1 = −3 < 0, ∆2 = −4 < 0. Оскiльки найбiльшим за
абсолютною величиною є ∆2, то до базису треба ввести вектор A2 i
вивести A3, бо

θ02 = min
{

4
2
;
3
1
;
8
1
;
}

= min {2; 3; 8} = 2, i = 1.

Провiдним елементом є 2 . Переходимо до наступної симплекс-
ної таблицi, зробивши перерахунок елементiв таблицi за методом
Жордана-Гаусса.

У другiй симлекснiй таблицi є вiд’ємне ∆1 = −1. Стовпчик, який
йому вiдповiдає, беремо за провiдний. Провiдний рядок виберемо за
симплексним вiдношенням

θ01 = min
{

2
1/2

;
1

1/2
;

6
3/2

}
= min {4; 2; 4} = 2, i = 2.

Переходимо до третьої симплексної таблицi, взявши за провiдний

елемент
1
2
.
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У третiй симплекснiй таблицi умова оптимальностi виконується,
а це означає, що задача розв’язана. Оптимальним розв’язком є X∗ =
(2; 1; 0), fmax = 10.

Отже, за першим способом пiдприємство повинно працювати два
мiсяцi, а за другим – один мiсяць. При цьому максимальний випуск
продукцiї становитиме 10 тис. од.I

Приклад 2. Розв’язати задачу

f = 2x2 − 4x3 + 2x5 → min;
{

x1 + 3x2 − x3 + 2x5 = 7,
−2x2 + 4x3 + x4 = 12;

xj ≥ 0, j ∈ {1, . . . , 5}.
J Оскiльки задача записана в канонiчнiй базиснiй формi, то

розв’язуватимемо її за допомогою симплексного методу

0 2 −4 0 2i Б Cб A0
A1 A2 A3 A4 A5

1 A1 0 7 1 3 −1 0 2
2 A4 0 12 0 −2 4 1 0

m + 1 0 0 −2 4 0 −2
1 A1 0 10 1 5/2 0 1/4 2
2 A3 −4 3 0 −1/2 1 1/4 0

m + 1 −12 0 0 0 −1 −2
1 A2 2 4 2/5 1 0 1/10 4/5
2 A3 −4 5 1/5 0 1 3/10 2/5

m + 1 −12 0 0 0 −1 −2 .

У першiй симплекснiй таблицi умова оптимальностi не вико-
нується, бо ∆3 = 4 > 0. Стовпчик A3 беремо за провiдний. Оче-
видно, що провiдним елементом є 4 . Складемо другу симплексну
таблицю, замiнивши в базисi вектор A4 на вектор A3, i зробивши пе-
рерахунок елементiв таблицi за методом Жордана-Гаусса. У другiй
симплекснiй таблицi умова оптимальностi виконується, бо всi ∆j ≤ 0,
j ∈ {1, . . . , 5}. Це означає, що задача розв’язана i X∗

1 = (10; 0; 3; 0; 0),
fmin = −12. Оскiльки нульових ∆j бiльше нiж обмежень задачi, то
задача має безлiч розв’язкiв. Для того щоб знайти другий оптималь-
ний план, перейдемо до третьої симплексної таблицi, взявши за про-
вiдний стовпчик A2, бо йому вiдповiдає ∆2 = 0, але вiн не є базис-
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ним. Провiдний елемент 5/2 виберемо за допомогою симплексного
вiдношення. Тодi одержимо, що X∗

2 = (0; 4; 5; 0; 0). Тому сукупнiсть
розв’язкiв задачi має вигляд:

X∗ = λX∗
1 + (1− λ)X∗

2 , де 0 ≤ λ ≤ 1,

а fmin = −12.I
4.2. Метод штучного базису (М-метод). У поперед-

ньому пунктi описано алгоритм розв’язування задачi лiнiйно-
го програмування симплекс-методом. При цьому обов’язковою
умовою є наявнiсть в системi обмежень одиничного базису. В
багатьох задачах ця умова виконується, а в загальному випад-
ку такий базис треба шукати. Нижче ми розглянемо один iз
методiв знаходження одиничного базису, який називають ме-
тодом штучного базису або М-методом.

Нехай задано канонiчну задачу лiнiйного програмування:

f = c1x1 + c2x2 + . . . + cnxn → max; (2)




a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn = bm;

(3)

xj ≥ 0, j ∈ {1, . . . , n}, (4)

bi ≥ 0, i ∈ {1, . . . , m}, (5)

де система обмежень не мiстить одиничного базису.
Для одержання одиничного базису додамо до лiвої частини

кожної з рiвностей в системi обмежень (3) по однiй змiннiй
xn+i ≥ 0, i ∈ {1, . . . , m}, якi назвемо штучними i розглянемо
розширену задачу (М-задачу):

f̃ = c1x1 +c2x2 + . . .+cnxn−Mxn+1− . . .−Mxn+m → max; (6)




a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn + xn+1 = b1,
a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn + xn+2 = b2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn + xn+m = bm;

(7)
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xj ≥ 0, j ∈ {1, . . . , m + n}, (8)

bi ≥ 0, i ∈ {1, . . . , m}. (9)

При цьому вважаємо, що M – як завгодно велике додатне
число.

У задачi (6) – (9) одиничнi вектори-стовпчики An+1,
An+2, . . ., An+m утворюють штучний одиничний ба-
зис. Йому вiдповiдають початковий опорний план X0 =
(0, 0, . . . , 0; b1, . . . , bm), де нульовими є першi n координат, i зна-
чення цiльової функцiї f̃0 = −Mb1 −Mb2 − . . .−Mbm.

Наявнiсть у цiльовiй функцiї f̃ коефiцiєнтiв −M при штуч-
них змiнних xn+i, i ∈ {1, . . . , m}, еквiвалентна штрафу за вклю-
чення їх в опорний план. Вважають, что число −M за абсолют-
ною величиною значно перевищує решту коефiцiєнтiв цiльової
функцiї, що дозволяє виводити з базису штучнi вектори i вво-
дити в базис вектори вихiдної задачi (2) – (5).

Оскiльки задача (6) – (9) має початковий опорний план, то
для її розв’язування можна застосувати симплексний метод.

Мiж розв’язками задачi (2) – (5) i (6) – (9) iснує певний
зв’язок.

Теорема. Якщо в оптимальному планi X̃∗ = (x∗1, . . . , x
∗
n;

0, . . . , 0) М-задачi всi штучнi змiннi дорiвнюють нулю, тобто
x∗n+i = 0, i ∈ {1, . . . , m}), то план X∗ = (x∗1, . . . , x

∗
n) є опти-

мальним планом вихiдної задачi.
J Очевидно, що плани X̃∗ i X∗ вiдрiзняються m останнi-

ми координатами, якi дорiвнюють нулю. Отже, якщо вектор
X̃∗ задовольняє обмеження (7) – (9), то вектор X∗ задоволь-
няє обмеження (3) – (5), тобто є планом вихiдної задачi. При
цьому, оскiльки вiдмiннi вiд нуля координати планiв X̃∗ i X∗

збiгаються, значення цiльових функцiй f̃(X̃∗) i f(X∗) також
збiгаються.

Доведемо, що X∗ – оптимальний план задачi (2) – (5). Нехай
це не так. Тодi iснує план X0 = (x10, x20, . . . , xn0) вихiдної за-
дачi такий, що f(X0) > f(X∗). Тодi для плану розширеної за-
дачi X̃0 = (x10, x20, . . . , xn0; 0, . . . , 0), маємо f̃(X̃0) = f(X0) >
f(X∗) = f̃(X̃∗), тобто f̃(X̃0) > f̃(X̃∗). Останнє суперечить то-
му, що X∗ оптимальний план М-задачi. I
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Отже, якщо, розв’язавши М-задачу, одержимо її оптималь-
ний план, у якого всi штучнi змiннi x∗n+i = 0, i ∈ {1, . . . , m}, то
його першi n координат дають оптимальний план задачi (2) –
(5).

Можна довести, що коли:
1) в оптимальному планi М-задачi принаймнi одна з штуч-

них змiнних не дорiвнює нулю, то вихiдна задача не має до-
пустимих планiв, тобто її умови-обмеження несумiснi;

2) М-задача не має розв’язкiв, то й вихiдна задача неро-
зв’язна.

Для вiдшукання оптимального плану розширеної задачi у
випадку, коли не задано величину M , застосовують симплекс-
ний метод iз складанням симплексних таблиць, якi мають на
один рядок бiльше, нiж звичайна таблиця. За (m + 2)-им ряд-
ком визначають вектор, який треба включити в базис. Оскiль-
ки ∆̃j = f̃j − c̃j = = fj − cj + λjM = ∆j + λjM , то до (m + 1)-
го рядка включають ∆j , а до (m + 2)-го рядка – λj . При пе-
реходi вiд одного опорного плану до другого в базис вводять
вектор, який вiдповiдає найбiльшому за абсолютною величи-
ною вiд’ємному числу λj (m + 2)-го рядка. Штучний вектор,
виключений з базису в результатi деякої iтерацiї, надалi можна
не вводити у жодний з наступних базисiв, i, отже, перетворен-
ня стовпчика цього вектора зайве. Однак, якщо треба знайти
розв’язок двоїстої задачi до заданої (про що мова буде пiзнiше),
то таке перетворення слiд проводити. Може трапитись так, що
в результатi деякої iтерацiї жодний з штучних векторiв з базису
не буде виключено.

Перерахунок симплексних таблиць при переходi вiд одного
опорного плану до другого проводять за загальними правила-
ми симплексного методу.

Iтерацiйний процес по (m + 2)-му рядку проводимо до тих
пiр, поки або: 1) всi штучнi вектори виведенi з базису; 2) не
всi штучнi вектори виведенi з базису, але (m + 2)-й рядок не
мiстить бiльше вiд’ємних елементiв у стовпчиках A1, . . .,
An+m.

У першому випадку базис вiдповiдає деякому опорному
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плану вихiдної задачi (2) – (5) й знаходження її оптимального
плану продовжують за (m + 1)-им рядком.

У другому випадку, якщо елемент, який стоїть в (m+2)-му
рядку в стовпчику A0 вiд’ємний, то вихiдна задача розв’язку
не має, а якщо вiн дорiвнює нулю, то знайдений опорний план
вихiдної задачi є виродженим, бо базис мiстить принаймнi один
вектор штучного базису.

Приклад 3. Розв’язати задачу

f = −x1 + x2 + x3 − x4 → max;
{ −x1 − 6x2 + x3 − x4 = 5,

3x1 − 2x2 + x3 − x4 = 1;

xj ≥ 0, j ∈ {1, . . . , 4}.
J Оскiльки вiдсутнiй одиничний базис, то введемо штучнi базис-

нi змiннi x5 ≥ 0 i x6 ≥ 0. Тодi одержимо таку розширену задачу:

f̃ = −x1 + x2 + x3 − x4 −Mx5 −Mx6 → max;
{ −x1 − 6x2 + x3 − x4 + x5 = 5,

3x1 − 2x2 + x3 − x4 + x6 = 1;

xj ≥ 0, j ∈ {1, . . . , 6}.
Розв’язування цiєї розширеної задачi, проведемо за допомогою

симплексних таблиць

−1 1 1 −1 −M −Mi Б Cб A0
A1 A2 A3 A4 A5 A6

1 A5 −M 5 −1 −6 1 −1 1 0
2 A6 −M 1 3 −2 1 −1 0 1

m + 1 0 1 −1 −1 1 0 0
m + 2 −6 −2 8 −2 2 0 0

1 A5 −M 1 −4 −4 0 0 1 −1
2 A3 1 1 3 −2 1 −1 0 1

m + 1 1 4 −3 0 0 0 1
m + 2 −4 4 4 0 0 0 2 .

У першiй симплекснiй таблицi умова оптимальностi не вико-
нується, бо λ1 = −2 < 0 i λ3 = −2 < 0. За провiдний беремо стовпчик
A3, оскiльки йому вiдповiдає max

j
cj . Провiдний рядок, а отже, й про-
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вiдний елемент вибираємо за допомогою симплексного вiдношення:

θ02 = min
{

5
1
;
1
1

}
= 1, i = 2. Перейдемо до другої симплексної таб-

лицi, взявши за провiдний елемент 1 . У другiй симплекснiй таблицi
в (m + 2)-му рядку всi λj ≥ 0, j ∈ {1, . . . , 6}, а це означає, що умова
оптимальностi для М-задачi виконується. Оскiльки в оптимально-
му розв’язку X̃∗ = (0; 0; 1; 0; 4; 0) цiєї задачi x∗5 = 4 > 0, то вихiдна
задача розв’язку не має, бо вiдсутнi допустимi плани. I

Зауваження. Якщо в задачi (2) – (5) f → min, то в розши-
ренiй задачi (6) – (9) цiльова функцiя f̃ = c1x1+cnxn+Mxn+1+
. . .+Mxn+m → min. При цьому як i ранiше M достатньо велике
додатне число. Симплекснi таблицi з (m+2)- рядками перетво-
рюємо за тими самими правилами, що й звичайнi симплекснi
таблицi. Однак вектор, що вводиться в базис, вiдповiдає тепер
найбiльшому додатному елементу λj (m + 2)-го рядка.

Приклад 4. Розв’язати задачу лiнiйного програмування

f = −2x1 + x2 − x3 → min;




2x1 + x2 + x3 = 4,
x1 − 2x3 ≤ 5,
2x1 + 2x2 ≥ 3;

xj ≥ 0, j ∈ {1, 2, 3}.
J Запишемо спочатку задачу в канонiчнiй формi, ввiвши додат-

ковi (балансуючi) змiннi x4 ≥ 0 i x5 ≥ 0. Одержимо задачу

f = −2x1 + x2 − x3 → min;




2x1 + x2 + x3 = 4,
x1 − 2x3 + x4 = 5,
2x1 + 2x2 − x5 = 3;

xj ≥ 0, j ∈ {1, . . . , 5}.
Ця задача еквiвалентна данiй, але вiдсутнiй початковий опорний

план. Оскiльки в другому обмеженнi є базисна змiнна x4, то її можна
ввести в шуканий базис. У перше i третє рiвняння-обмеження вве-
демо штучнi змiннi x6 ≥ 0 i x7 ≥ 0. Тодi одержимо розширену або
М-задачу:

f̃ = −2x1 + x2 − x3 + Mx6 + Mx7 → min;
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



2x1 + x2 + x3 + x6 = 4,
x1 − 2x3 + x4 = 5,

2x1 + 2x2 − x5 + x7 = 3;

xj ≥ 0, j ∈ {1, . . . , 7},

−2 1 −1 0 0 M Mi Б Cб A0
A1 A2 A3 A4 A5 A6 A7

1 A6 M 4 2 1 1 0 0 1 0
2 A4 0 5 1 0 −2 1 0 0 0
3 A7 M 3 2 2 0 0 −1 0 1

m + 1 0 2 −1 1 0 0 0 0
m + 2 7 4 3 1 0 −1 0 0

1 A6 M 1 0 −1 1 0 1 1
2 A4 0 7/2 0 −1 −2 1 1/2 0
3 A1 −2 3/2 1 1 0 0 −1/2 0

m + 1 −3 0 −3 1 0 1 0
m + 2 1 0 −1 1 0 1 0

1 A3 −1 1 0 −1 1 0 1
2 A4 0 11/2 0 −3 0 1 5/2
3 A1 −2 3/2 1 1 0 0 −1/2

m + 1 −4 0 −2 0 0 0
1 A5 0 1 0 −1 1 0 1
2 A4 0 3 0 −1/2 −5/2 1 0
3 A1 −2 2 1 1/2 1/2 0 0

m + 1 −4 0 −2 0 0 0 .

У першiй симплекснiй таблицi в (m + 2)-му рядку є декiлька
додатних λj , а це означає, що умова оптимальностi не виконується.
За провiдний стовпчик беремо A1, бо йому вiдповiдає найбiльше λj .

За провiдний елемент беремо 2 , оскiльки θ01 = min
{

4
2
;
5
1
;
3
2

}
=

3
2
,

i = 3.
У другiй симплекснiй таблицi в (m+2)-му рядку є два однакових

додатних λ3 = λ5 = 1. За провiдний вiзьмемо стовпчик A3, бо йому
вiдповiдає min

j
cj . Очевидно, що провiдним елементом є 1 .

У третiй симплекснiй таблицi умова оптимальностi виконується
i з базису виведено штучнi вектори. Це означає, що вихiдна задача

розв’язана: X∗
1 =

(
3
2
; 0; 1

)
, fmin = −4. Оскiльки в (m + 1)-му рядку
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цiєї таблицi є чотири ∆j = 0, а не три, то задача має альтернативний
оптимальний план. Для того щоб знайти його, перейдемо до четвер-
тої симплексної таблицi, взявши за провiдний стовпчик A5, бо йому
вiдповiдає ∆5 = 0 i вiн не є базисним, а за провiдний елемент 1 .
Тодi з четвертої симплексної таблицi одержимо, що X∗

2 = (2; 0; 0).
Отже, сукупнiсть розв’язкiв задачi має вигляд:

X∗ = λX∗
1 + (1− λ)X∗

2 , де 0 ≤ λ ≤ 1,

X∗
1 =

(
3
2
; 0; 1

)
, X∗

2 = (2; 0; 0), а fmin = −4. I

Приклад 5. Розв’язати задачу

f = −x1 − x2 → min;
{

x1 − x2 + x3 = 1,
2x1 − 3x2 + x3 + x4 = 3;

xj ≥ 0, j ∈ {1, . . . , 4}.
J Розглянемо розширену задачу, ввiвши одну штучну змiнну

x5 ≥ 0:
f̃ = −x1 − x2 + Mx5 → min;
{

x1 − x2 + x3 + x5 = 1,
2x1 − 3x2 + x3 + x4 = 3;

xj ≥ 0, j ∈ {1, . . . , 5}.
Запишемо розв’язування задачi у виглядi симплексних таблиць

−1 −1 0 0 Mi Б Cб A0
A1 A2 A3 A4 A5

1 A5 M 1 1 −1 1 0 1
2 A4 0 3 2 −3 1 1 0

m + 1 0 1 1 0 0 0
m + 2 1 1 −1 1 0 0

1 A1 −1 1 1 −1 1 0
2 A4 0 1 0 −1 −1 1

m + 1 −1 0 2 −1 0 .

У першiй симплекснiй таблицi в (m + 2)-му рядку є два однако-
вих додатних значення λ1 = λ3 = 1, а тому за провiдний стовпчик

257



виберемо той, у якому стоїть min
j

cj , тобто A1. За провiдний рядок

вiзьмемо перший, оскiльки θ01 = min
{

1
1
;
3
2

}
= 1, i = 1, а за провiд-

ний елемент 1 .
Перейшовши до другої симплексної таблицi, бачимо, що в (m +

1)-му рядку в стовпчику A2 стоїть додатний елемент. Оскiльки в
цьому стовпчику всi елементи вiд’ємнi, то задача розв’язку не має, бо
цiльова функцiя необмежена знизу на множинi допустимих планiв.I

Отже, алгоритм М-методу такий: 1) складаємо розширену
задачу (6) – (9); 2) знаходимо опорний план розширеної зада-
чi; 3) за допомогою симплексного методу виключаємо штучнi
вектори з базису i як результат або знаходимо опорний план
вихiдної задачi (2) – (5), або встановлюємо її нерозв’язнiсть;
4) використовуючи знайдений опорний план задачi (2) – (5)
або знаходимо симплексним методом її оптимальний план,
або доводимо її нерозв’язнiсть.

Вправи

1. За допомогою симплексного методу розв’язати задачу лiнiй-
ного програмування:

1) f = 2x1 + 4x2−
−x3 + x4 → max;{
2x1 + x2 + x3 = 8,
−x1 + 2x2 + x4 = 6;

xj ≥ 0, j ∈ {1, . . . , 4};

2) f = 2x1 − 6x2 + 5x5 → max;



−2x1 + x2 + x3 + x5 = 20,
−x1 − 2x2 + x4 + 3x5 = 24,
3x1 − x2 − 12x5 + x6 = 18;
xj ≥ 0, j ∈ {1, . . . , 6};

3) f = −x1 + x2 → min;


−2x1 + x2 + x3 = 2,
x1 − 2x2 + x4 = 2,
x1 + x2 + x5 = 5;

xj ≥ 0, j ∈ {1, . . . , 5};

4) f = 2x1 − 3x2 + x3−
−x5 + 6x6 → max;




x1 − x4 − 2x6 = 5,
x2 + 2x4 − 3x5 + x6 = 3,
x3 + 2x4 − 5x5 + 6x6 = 5;
xj ≥ 0, j ∈ {1, . . . , 6};

5) f = 2x1 + 2x4 → max;{
x1 + 4x3 + 6x4 = 24,
x2 + 6x3 + 6x4 = 30;

xj ≥ 0, j ∈ {1, . . . , 4};

6) f = x2 − x5 → max;



x1 − 2x2 + x4 + x5 = 2,
x2 + x4 − 2x5 = 2,
x2 + x3 + x5 = 5;

xj ≥ 0, j ∈ {1, . . . , 5};
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7) f = x1 + 2x2 → max;



x1 + x2 ≤ 6,
x2 ≤ 4,

2x1 + x2 ≤ 10;
xj ≥ 0, x2 ≥ 0;

8) f = x1 − 3x2 + 2x3 → min;



3x1 − x2 + 2x3 ≤ 7,
−2x1 + 4x2 ≤ 12,

−4x1 + 3x2 + 8x3 ≤ 10;
xj ≥ 0, j ∈ {1, 2, 3};

9) f = 2x1 − 3x2 + x3−
−x5 + 6x6 → max;




x1 − x4 − 2x6 = 5,
x2 + 2x4 − 3x5 + x6 = 3,
x3 + 2x4 − 5x5 + 6x6 = 5;
xj ≥ 0, j ∈ {1, . . . , 6};

10) f = −5x3 − 3x4 → min;{
x1 + 5x3 + 3x4 = 30,

x2 + x3 + x4 = 8;
xj ≥ 0, j ∈ {1, . . . , 4}.

2. Треба утворити сумiш, яка мiстить три хiмiчнi речовини A,
B, C. Вiдомо, що утворена сумiш повинна мiстити речовини A не
менше 6 одиниць, речовини B – не менше 8 одиниць, речовини C
– не менше 12 одиниць. Речовини A, B, C мiстяться в трьох видах
продуктiв Π1, Π2, Π3 в концентрацiях, що задаються таблицею

Продукти Хiмiчнi речовини
A B C

Π1 2 1 3
Π2 1 2 4
Π3 3 1,5 2

Одиниця продукту Π1 коштує 2 гр.од., одиниця Π2 – 3 гр.од., оди-
ниця Π3 – 2,5 гр.од. Сумiш повинна бути такою, щоб вартiсть вико-
ристаних продуктiв була найменшою. Скласти математичну модель
задачi та розв’язати її.

3. Пiдприємство випускає чотири види продукцiї i використовує
три типи основного обладнання: токарне, фрезерне i шлiфувальне.
Затрати часу на виготовлення одиницi продукцiї для кожного з типiв
обладнання наведенi в таблицi. В нiй також вказано загальний фонд
робочого часу для кожного типу обладнання i прибуток вiд реалiзацiї
одного виробу даного виду

Тип Затрати часу на од-цю продукцiї Фонд
обладнання Π1 Π2 Π3 Π4 робочого часу
Токарне 2 1 1 3 300
Фрезерне 1 0 2 1 70

Шлiфувальне 1 2 1 0 340
Прибуток 8 3 2 1 .
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Скласти математичну модель задачi i знайти обсяг випуску кож-
ного виду продукцiї, при якому загальний прибуток вiд її реалiзацiї
буде максимальним.

4. Методом штучного базису розв’язати задачу:

1) f = −2x1 + 3x2 − 6x3 − x4 → min;



2x1 + x2 − 2x3 + x4 = 24,
x1 + 2x2 + 4x3 ≤ 22,
x1 − x2 + 2x3 ≥ 10;

xj ≥ 0, j ∈ {1, . . . , 4};

2) f = x1 + 2x2 − x3+
+x4 → max;{

2x1 + 3x2 + x3 + x4 = 6,
x1 + 2x3 + x4 = 2;

xj ≥ 0, j ∈ {1, . . . , 4};

3) f = 2x1 − 3x2+
+6x3 + x4 → max;




x1 + 2x2 − 4x3 ≤ 20,
x1 − x2 + 2x3 ≥ 10,

2x1 + x2 − 2x3 + x4 = 24;
xj ≥ 0, j ∈ {1, . . . , 4};

4) f = −x1 + x2 → max;


−x1 + 3x2 ≤ 3,
−2x1 + x2 ≥ 2,
x1 + x2 ≤ 1;

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0;

5) f = x1 + 2x2−
−x3 + x4 → max;{

2x1 + 3x2 + x3 + x4 = 6,
x1 + 2x3 + x4 = 2;

xj ≥ 0, j ∈ {1, . . . , 4};

6) f = 3x1 + 2x2 + x3 → max;{
2x1 + x2 = 8,

x1 + x2 + x3 = 6;
xj ≥ 0, j ∈ {1, 2, 3};

7) f = 2x1 − x2 − x4 → min;



x1 − 2x2 + x3 = 10,
−2x1 − x2 − 2x4 ≥ 18,
3x1 + 2x2 + x4 ≥ 36;

xj ≥ 0, j ∈ {1, . . . , 4};

8) f = 10x1 − 5x2 → min;



2x1 − x2 ≥ 3,
x1 + x2 ≥ 2,

x1 + 2x2 ≥ −1;
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0.

5. Для перевезення вантажiв використовують автомобiлi двох
типiв A i B, кожний з яких за один раз може перевезти 5 т вантажу.
За одну ходку автомобiль типу A витрачає 1,5 кг мастила та 50 л
пального, автомобiль типу B – 2 кг мастила та 30 л пального. На базi
є 35 кг мастила i 900 л пального. Витрати на експлуатацiю одного
автомобiля типу A становлять 8 гр.од, автомобiля B – 5 гр.од. Необ-
хiдно перевезти 100 т вантажiв. Скiльки потрiбно використовувати
автомобiлiв обох типiв, щоб експлуатацiйнi витрати були мiнiмаль-
ними? Скласти математичну модель задачi та розв’язати її.

Вiдповiдi

1. 1) X∗ = (2; 4; 0; 0), fmax = 20; 2) немає розв’язку; 3)
X∗ = (4; 1; 9; 0; 0), fmin = −3; 4) fmax → +∞; 5) X∗ = λX∗

! +(1−λ)X∗
2 ,
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X∗
1 = (4; 0; 5; 0), X∗

2 = (0; 0; 3; 2), fmax = 10; 6) X∗ = (9; 4; 0; 0; 1),
fmax = 3; 7) X∗ = (2; 4), fmax = 10; 8) X∗ = (4; 5; 0), fmin = −11;
9) немає розв’язку; 10) X∗ = λX∗

1 + (1 − λ)X∗
2 , X∗

1 = (0; 0; 3; 5),
X∗

2 = (0; 2; 6; 0), 0 ≤ λ ≤ 1, fmin = 30;
2. f = 2x1 + 3x2 + 2, 5x3 → min;



2x1 + x2 + 3x3 ≥ 6,
x1 + x2 + 1, 5x3 ≥ 8,
3x1 + 4x2 + 2x3 ≥ 12;

xj ≥ 0, j ∈ {1, 2, 3};

X∗ =

(
0;

10
3

;
8
9

)
,

fmin =
110
9

.

3. f = 8x1 + 3x2 + 2x3 + x4 → max;



2x1 + x2 + x3 + 3x4 ≤ 300,
x1 + 2x3 + x4 ≤ 70,
x1 + 2x2 + x3 ≤ 340;

xj ≥ 0, j ∈ {1, . . . , 4};

X∗ = (70; 135; 0; 0),
fmax = 965.

4. 1) X∗ =

(
0; 0;

11
2

; 35
)
, fmin = −68; 2) X∗ =

(
0;

4
3
; 0; 2

)
,

fmax = 14/3; 3) fmin → −∞; 4) система умов несумiсна; 5)

X∗ =

(
0;

4
3
; 0; 2

)
, fmax = 14/3; 6) X∗ = λX∗

! + (1 − λ)X∗
2 ,

X∗
! = (4; 0; 2), X∗

2 = (2; 4; 0), 0 ≤ λ ≤ 1, fmax = 14; 7) система умов

несумiсна; 8) X∗ =
(

5
3
;
1
3

)
, fmin = 15. 5. Математична модель

задачi:
f = 8x1 + 5x2 → min;




1, 5x1 + 2x2 ≤ 35,
50x1 + 30x2 ≤ 900,
5x1 + 5x2 = 100;

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0,
де x1 – кiлькiсть автомобiлiв типу A, x2 – кiлькiсть автомобiлiв
типу B, X∗ = (10; 10), fmin = 130 гр.од.
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§5. Двоїстiсть (спряженiсть) у лiнiйному
програмуваннi

З кожною задачею лiнiйного програмування тiсно пов’язана
iнша цiлком визначена задача лiнiйного програмування, яка
називається двоїстою до заданої. Початкову задачу при цьо-
му називають прямою або вихiдною. Зв’язок мiж прямою та
двоїстою задачами є взаємним, тобто якщо вихiдною вважати
двоїсту задачу, то двоїста до неї збiгається з прямою задачею.
Цей зв’язок такий, що розв’язавши одну з них, ми одночасно
знаходимо розв’язок другої, а тому їх називають парою взаєм-
но двоїстих задач лiнiйного програмування.

5.1. Поняття двоїстостi в економiчних задачах.
Розглянемо приклад, який показує, як в реальнiй економiчнiй
ситуацiї з’являються взаємно двоїстi задачi лiнiйного програ-
мування.

Нехай пiдприємство має m типiв сировини (ресурсiв) Si,
i ∈ {1, . . . , m}, i випускає n видiв продукцiї Pj , j ∈ {1, . . . , n}.
На виробництво одиницi продукцiї Pj витрачається aij одиниць
сировини Si, i ∈ {1, . . . , m}, j ∈ {1, . . . , n}. Запаси сировини Si

становлять bi одиниць, i ∈ {1, . . . , m}, а прибуток вiд реалiзацiї
одиницi продукцiї Pj , j ∈ {1, . . . , n}, дає cj грошових одиниць.
Треба знайти такий план X = (x1; . . . ;xn) випуску продукцiї,
щоб сумарний прибуток вiд її реалiзацiї був максимальним.
Математична модель цiєї задачi має вигляд:

f = c1x1 + c2x2 + cnxn → max; (1)




a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn ≤ b1,
a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn ≤ b2,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn ≤ bm;

(2)

xj ≥ 0, j ∈ {1, . . . , n}, (3)

або в матричнiй формi

f = CX → max;
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AX ≤ A0;

X ≥ 0. (4)

Вважатимемо, що величини bi, aij , cj , i ∈ {1, . . . ,m}, j ∈
{1, . . . , n}, мають той самий змiст, що й в задачi (1) – (3). Нехай,
крiм того, сировину можна направити або на виготовлення
продукцiї, або на продаж iншому пiдприємству. Запитується,
яку мiнiмальну цiну треба встановити за одиницю сировини
Si, i ∈ {1, . . . , m}, щоб прибуток вiд реалiзацiї усiх запасiв си-
ровини був не меншим, нiж прибуток вiд реалiзацiї продукцiї,
яку можна виробити з цiєї сировини.

Якщо позначити через yi, i ∈ {1, . . . , m}, шукану цiну оди-
ницi сировини типу Si, i ∈ {1, . . . , m}, то прибуток, який ми
одержимо вiд продажу сировини необхiдної для виготовлення
одиницi продукцiї Pj , дорiвнюватиме

m∑

i=1

aijyi, j ∈ {1, . . . , n},

а прибуток вiд реалiзацiї усiх запасiв сировини становитиме

n∑

i=1

biyi.

Щоб продаж сировини був не менш вигiдний, нiж реалiза-
цiя готової продукцiї, виготовленої з неї, повинна виконуватися
нерiвнiсть

m∑

i=1

aijyi ≥ cj , j ∈ {1, . . . , n}.

Будь-яка система цiн yi, i ∈ {1, . . . , m}, установлених iз
врахуванням цiєї умови, задовольняє iнтереси продавця сиро-
вини. Зрозумiло, що врахування iнтересiв покупця вимагає ви-
бору такої системи цiн, яка мiнiмiзує сумарну вартiсть сирови-
ни, тобто

F =
n∑

i=1

biyi → min .
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Отже, математичною моделлю двоїстої задачi є така:

F = b1y1 + b2y2 + . . . + bmym → min; (5)




a11y1 + a21y2 + . . . + am1ym ≥ c1,
a12y1 + a22y2 + . . . + am2ym ≥ c2,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
a1ny1 + a2ny2 + . . . + amnym ≥ cn;

(6)

yi ≥ 0, i ∈ {1, . . . , m}, (7)

або в матричнiй формi

F = Y A0 → min;

Y A ≥ C;

Y ≥ 0. (8)

Змiннi yi ≥ 0, i ∈ {1, . . . ,m}, називають оцiнками або об-
лiковими (неявними) цiнами.

Якщо порiвняти задачi (1) – (3) i (5) – (7), то побачи-
мо правило, у вiдповiдностi з яким одна симетрична задача
(пряма) перетворюється в iншу (двоїсту). Змiнних yi в задачi
(5) – (7) стiльки, скiльки обмежень в системi нерiвностей (2).
Матриця умов задачi (5) – (7) є транспонованою до матрицi
умов задачi (1) – (3). Задача максимiзацiї переходить у зада-
чу мiнiмiзацiї, обмеження-нерiвностi вигляду "≤" замiнюються
обмеженнями-нерiвностями вигляду "≥". Вектор коефiцiєнтiв
цiльової функцiї прямої задачi стає вектором обмежень двоїстої
задачi, а вектор A0 обмежень задачi (1) – (3) стає вектором кое-
фiцiєнтiв цiльової функцiї двоїстої задачi (5) – (7). Зауважимо,
що коли одна з пари взаємно двоїстих задач симетрична, то й
друга симетрична.

Зв’язок мiж обмеженнями взаємно двоїстих симетричних
задач зручно зображати у виглядi такої схеми :

n∑

j=1

aijxj ≤ bi ←→ yi ≥ 0, i ∈ {1, . . . , m};
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xj ≥ 0 ←→
m∑

i=1

aijyi ≥ cj , j ∈ {1, . . . , n}.

Це означає, що кожному обмеженню однiєї задачi вiдповiдає
змiнна з тим самим номером iншої задачi, а кожнiй змiннiй
однiєї задачi вiдповiдає обмеження з тим самим номером iншої
задачi.

5.2. Рiзнi вигляди математичних моделей двої-
стих задач.

Розглянемо канонiчну задачу

f = CX → max;

AX = A0;

X ≥ 0. (9)

Описанi в попередньому пунктi правила побудови двоїстої
задачi для випадку симетричної задачi можна застосувати i до
задачi (9), записавши її у виглядi симетричної задачi. Доведе-
но, що двоїста задача до задачi (9) має вигляд:

F = Y A0 → min;

Y A ≥ C, (10)

де на вектор Y не накладається умова невiд’ємностi. Взаємно
двоїстi задачi (9), (10) називають несиметричними, оскiль-
ки в прямiй задачi система обмежень задана рiвностями, а в
двоїстiй – нерiвностями, у прямiй задачi всi змiннi невiд’ємнi,
а в двоїстiй можуть бути й вiд’ємними.

Отже, взаємно двоїстi задачi бувають двох типiв: симетрич-
нi й несиметричнi.

Симетричнi задачi

1) Пряма задача
f = CX → max;
AX ≤ A0;
X ≥ 0.

Двоїста задача
F = Y A0 → min;
Y A ≥ C;
Y ≥ 0.
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2) Пряма задача
f = CX → min;
AX ≥ A0;
X ≥ 0.

Двоїста задача
F = Y A0 → max;
Y A ≤ C;
Y ≥ 0.

Несиметричнi задачi

3) Пряма задача
f = CX → max;
AX = A0;
X ≥ 0.

Двоїста задача
F = Y A0 → min;
Y A ≥ C.

4) Пряма задача
f = CX → min;
AX = A0;
X ≥ 0.

Двоїста задача
F = Y A0 → max;
Y A ≤ C.

Тому спершу нiж записати двоїсту задачу до заданої прямої
задачi, систему обмежень прямої задачi слiд звести до вiдпо-
вiдного вигляду.

Приклад 1. Записати двоїсту задачу до заданої:

f = 2x1 + x2 + 5x3 → min;




x1 − x2 − x3 ≤ 4,
x1 − 5x2 + x3 ≥ 5,
2x1 − x2 + 3x3 ≥ 6;

xj ≥ 0, j ∈ {1, 2, 3}.
J Запишемо цю задачу у виглядi 2), помноживши першу нерiв-

нiсть в обмеженнях на (−1):

f = 2x1 + x2 + 5x3 → min;



−x1 + x2 + x3 ≥ −4,
x1 − 5x2 + x3 ≥ 5,
2x1 − x2 + 3x3 ≥ 6;

xj ≥ 0, j ∈ {1, 2, 3}.
Тодi двоїста задача до одержаної має вигляд

F = −4y1 + 5y2 + 6y3 → max;
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


−y1 + y2 + 2y3 ≤ 2,
y1 − 5y2 − y3 ≤ 1,
y1 + y2 + 3y3 ≤ 5;

yi ≥ 0, i ∈ {1, 2, 3}.
Оскiльки ми множили першу нерiвнiсть вихiдної задачi на (−1),

то в отриманiй двоїстiй задачi треба знак в y1 змiнити на протилеж-
ний. Отже, двоїстою до вихiдної буде така задача:

F = 4y1 + 5y2 + 6y3 → max;




y1 + y2 + 2y3 ≤ 2,
−y1 − 5y2 − y3 ≤ 1,
−y1 + y2 + 3y3 ≤ 5;

y1 ≤ 0, y2 ≥ 0, y3 ≥ 0. I

Приклад 2. Пряма задача має вигляд

f = 2x1 − x2 + x3 + 5x4 → max;




3x1 − 4x2 + 2x3 − x4 ≤ 5,
−2x1 + x2 − x3 + 2x4 = 6,

x1 − 4x2 + x4 ≥ 0;

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≤ 0.

Записати двоїсту до неї.
J Перше i друге обмеження двоїстої задачi будуть зi знаками

"≥ бо x1 ≥ 0 i x2 ≥ 0, третє обмеження двоїстої задачi – зi знаком
"≤ бо x3 ≤ 0, а четверте – зi знаком "= бо для x4 не накладено
обмеження на знак. Отже,

F = 5y1 + 6y2 → min;




3y1 − 2y2 + y3 ≥ 2,
−4y1 + y2 − 4y3 ≥ −1,
2y1 − y2 ≤ 1,
−y1 + 2y2 + y3 = 5;

y1 ≥ 0, y3 ≤ 0.

При цьому y1 ≥ 0, оскiльки перше обмеження прямої задачi має
знак "≤ y3 ≤ 0, бо третє обмеження прямої задачi має знак "≥ а
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обмеження на знак y2 не накладається через те, що друге обмеження
у прямiй задачi має знак "=". I

5.3. Основнi теореми двоїстостi. Зв’язок мiж
розв’язками прямої та двоїстої задач встановлюють теореми
двоїстостi. Розглянемо задачi (1) – (3) i (5) – (7) з економiчною
iнтерпретацiєю, наведеною в пунктi 5.1.

Теорема 1. Для довiльних допустимих розв’язкiв X i Y
вiдповiдно прямої та двоїстої задач правильна нерiвнiсть

f(X) ≤ F (Y ). (11)

J Оскiльки X є допустимим планом задачi (4), то AX ≤ A0

i X ≥ 0. З того, що Y допустимий план задачi (8), випливають
нерiвностi Y A ≥ C, Y ≥ 0. Тому Y AX ≤ Y A0, Y AX ≥ CX, а
отже, CX ≤ Y AX ≤ Y A0, тобто f(X) ≤ F (Y ). I

Нерiвнiсть (11) називається основною нерiвнiстю теорiї
двоїстостi. Економiчний змiст її полягає в тому, що при до-
вiльному допустимому планi виробництва X загальна вартiсть
всiєї продукцiї не перевищує оцiнки всiх ресурсiв, яка вiдповi-
дає довiльному допустимому плану оцiнок Y .

Теорема 2. Нехай X∗ i Y ∗ допустимi плани прямої (4) i
двоїстої (8) задач такi, що

f(X∗) = F (Y ∗). (12)

Тодi план X∗ є оптимальним планом прямої задачi, а план
Y ∗ – оптимальним планом двоїстої задачi.

J Поряд з планом X∗ розглянемо довiльний допустимий
план X прямої задачi (4). Згiдно з теоремою 1 i рiвнiстю (12)
маємо f(X) ≤ F (Y ∗) = f(X∗), а це означає, що X∗ – оптималь-
ний план прямої задачi.

Аналогiчно, якщо розглянути поряд з Y ∗ довiльний до-
пустимий план Y двоїстої задачi (8), то матимемо F (Y ) ≥
f(X∗) = F (Y ∗), тобто Y ∗ є оптимальним планом задачi (7). I

З цiєї теореми випливає, що коли серед допустимих
розв’язкiв задач (4) i (8) знайдуться вектори X∗ i Y ∗,
якi задовольняють умову(12), то вони будуть оптимальними
розв’язками вiдповiдних задач. З економiчної точки зору це
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означає, що плани виробництва i оцiнки ресурсiв є оптималь-
ними, коли цiна всiєї продукцiї i сумарна оцiнка ресурсiв одна-
ковi.

Теорема 3 (перша теорема двoїстостi). Якщо одна з
пари взаємно двоїстих задач має оптимальний розв’язок, то
має оптимальний план й друга задача, причому для опти-
мальних розв’язкiв значення цiльових функцiй обох задач збi-
гаються.

Якщо цiльова функцiя однiєї з пари двоїстих задач необме-
жена (для прямої задачi – зверху, а для двоїстої – знизу), то
друга задача не має допустимих планiв.

Приклад 3. Для задачi

f = −2x1 − 3x2 → min;
{ −4x1 + 2x2 ≥ 4,

x1 + x2 ≥ 6;

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0

записати двоїсту й розв’язати обидвi задачi.
J Двоїста задача до заданої має вигляд

F = 4y1 + 6y2 → max;
{ −4y1 + y2 ≤ −2,

2y1 + y2 ≤ −3;

y1 ≥ 0, y2 ≥ 0.

Розв’яжемо обидвi задачi графiчно.
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З рис. 1 випливає, що пряма задача не має оптимального
розв’язку, бо цiльова функцiя f необмежена знизу на множинi допу-
стимих планiв Ω.

Двоїста задача не має допустимих планiв, як видно з рис. 2, бо
многокутник розв’язкiв є порожньою множиною. I

Зауваження. Твердження, обернене до другої частини
теореми 3, взагалi кажучи, неправильне, тобто з того, що умови
вихiдної задачi суперечливi, не випливає, що цiльова функцiя
двоїстої задачi необмежена. Двоїста задача може так само не
мати допустимих планiв.

З’ясуємо економiчний змiст першої теореми двої-
стостi. Максимальний прибуток fmax пiдприємство отримує,
коли випуск продукцiї органiзовано за оптимальним планом
X∗ = (x∗1; x

∗
2; . . . ;x

∗
n). Таку саму сума Fmin = fmax воно мо-

же мати, реалiзувавши ресурси за оптимальними цiнами Y ∗ =
(y∗1; y

∗
2; . . . ; y

∗
m). Якщо ж використовуються iншi допустимi пла-

ни X 6= X∗ i Y 6= Y ∗, то згiдно з основною нерiвнiстю тео-
рiї двоїстостi можна стверджувати, що прибутки вiд реалiзацiї
продукцiї меншi, нiж витрати на її виробництво.

Теорема 4 (друга теорема двоїстостi). Допустимi
розв’язки X∗ i Y ∗ прямої та двоїстої задач є оптимальними
планами вiдповiдних задач тодi й тiльки тодi, коли викону-
ються спiввiдношення:

1) (Y ∗A− C)X∗ = 0, 2) Y ∗(A0 −AX∗) = 0
або

1)

(
m∑

i=1

aijy
∗
i − cj

)
x∗j = 0, 2) y∗i

(
bi −

n∑

j=1

aijx
∗
j

)
= 0.

Умови 1) i 2) називають умовами доповнюючої
нежорсткостi.

З цiєї теореми випливає властивiсть ортогональностi
розв’язкiв пари взаємно двоїстих задач лiнiйного програмуван-
ня: якщо j-та компонента оптимального вектора X∗ додат-
на, то j-те обмеження двоїстої задачi повинно виконуватись
як рiвнiсть. Аналогiчно, якщо додатною є i-та компонента
оптимального вектора Y ∗, то повинно виконуватись як рiв-
нiсть i-те обмеження прямої задачi.
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Приклад 4. Знайти розв’язок прямої задачi

f = 15x1 + 6x2 + 4x3 → max;
{

3x1 + 2x2 − x3 = 9,
5x1 − 3x2 + 4x3 = 25;

xj ≥ 0, j ∈ {1, 2, 3},
розв’язавши графiчно двоїсту до неї.

J Двоїста задача до заданої має вигляд:

F = 9y1 + 25y2 → min;




3y1 + 5y2 ≥ 15,
2y1 − 3y2 ≥ 6,
−y1 + 4y2 ≥ 4.

Графiчне розв’язування двоїстої задачi подамо на рис. 3

6

-

~n

A

B
C

Ω

R
]

KÁ

Á
y1

y2

Рис. 3

O

(1)
(2)

(3)
(F )

±

.

Областю допустимих розв’язкiв є кут ABC. Очевидно, що лiнiя
найнижчого рiвня проходить через точку B, тобто в цiй точцi цiльо-
ва функцiя F досягає мiнiмуму. Координати точки B знаходимо з
системи рiвнянь {

2y1 − 3y2 = 6,
−y1 + 4y2 = 4.

Маємо y∗1 = 7, 2; y∗2 = 2, 8, тобто Y ∗ = (7, 2; 2, 8), Fmin = 134, 8.
Якщо пiдставити Y ∗ в обмеження двоїстої задачi, то дiстанемо





3 · 7, 2 + 2, 8 · 5 = 35, 6 > 15,
2 · 7, 2− 3 · 2, 8 = 6,
−7, 2 + 4 · 2, 8 = 4.
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Оскiльки перше обмеження задовольняється як строга нерiв-
нiсть, то згiдно з другою теоремою двоїстостi, змiнна x∗1 = 0. Пiдста-
вивши x1 = 0 у систему обмежень вихiдної задачi, одержимо систему
рiвнянь: {

2x2 − x3 = 9,
−3x2 + 4x3 = 25;

звiдки випливає, що x∗2 = 12, 2, а x∗3 = 15, 4. Тому X∗ = (0; 12, 2; 15, 4),
fmax = 134, 8. I

Друга теорема двоїстостi має певний економiчний змiст.
Згiдно з умовою 1) теореми 4, якщо деяка продукцiя Pj входить
в оптимальний план виробництва, тобто x∗j > 0, то при опти-
мальнiй системi цiн двоїстої задачi витрати ресурсiв на його
виготовлення збiгаються з вартiстю цiєї продукцiї.

З умови 2) випливає, що коли в оптимальнiй системi цiн
деякий ресурс Si має цiну y∗i > 0, то у вiдповiдностi з опти-
мальним планом виробництва прямої задачi цей ресурс буде
використаний повнiстю.

Скориставшись обмеженнями прямої та двоїстої задач,
можна доповнити тлумачення умов 1) i 2) теореми 4.

З другого спiввiдношення теореми 4 випливає, що коли
m∑

i=1

aijy
∗
j > cj , то x∗j = 0, а це означає, що при збитковостi

виробництва продукцiї Pj вона не вироблятиметься на цьому
пiдприємствi.

З першого спiввiдношення теореми 4, у свою чергу, одер-

жуємо, що за умови
n∑

j=1

aijx
∗
j < bi оцiнка y∗i = 0, тобто, коли

при оптимальному планi виробництва i-й ресурс використову-
ватиметься не повнiстю, то його оцiнка y∗i повинна дорiвнювати
нулю. Отже, оптимальна двоїста оцiнка ресурсу y∗i вказує, чи
є вiдповiдний ресурс дефiцитним, чи нi.

5.4. Розв’язування пари двоїстих задач сим-
плексним методом. Нехай задача (1) – (3) розв’язана
за допомогою симплексного методу i знайдено оптимальний
план X∗ = (x∗1; . . . ;x

∗
n), який визначається базисом, утвореним

векторами Ai1 , . . . , Aim . Позначимо через Cб = (ci1 ; . . . ; cim)
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вектор-рядок, складений з коефiцiєнтiв при невiдомих у цi-
льовiй функцiї задачi (1) – (3), якi вiдповiдають цьому бази-
су, а через A−1 матрицю, обернену до матрицi A, складеної з
компонентiв векторiв Ai1 , . . . Aim базису. Доведено, що вектор
Y ∗ = CбA−1 є оптимальним планом двоїстої задачi (5) – (7).

Отже, якщо знайдено за допомогою симплексного методу
оптимальний план задачi (1) – (3), то з останньої симплексної
таблицi визначають Cб i A−1, i, отже, за допомогою спiввiд-
ношення Y ∗ = CбA−1 одержують оптимальний план двоїстої
задачi (5) – (7).

Якщо ми маємо канонiчну задачу лiнiйного програмування
i двоїсту до неї, то у випадку, коли серед векторiв A1, . . . , An,
складених з коефiцiєнтiв при невiдомих у системi обмежень
прямої задачi, є m одиничних, указану матрицю A−1 утворю-
ють числа перших m рядкiв останньої симплексної таблицi, якi
стоять у стовпчиках цих векторiв. Тодi вiдпадає необхiднiсть
визначати оптимальний план двоїстої задачi множенням Cб на
A−1, оскiльки компоненти цього плану збiгаються з вiдповiдни-
ми елементами ∆j (m + 1)-го рядка одиничних векторiв, якщо
коефiцiєнт cj = 0, i дорiвнюють сумi вiдповiдного елемента ∆j

цього рядка та cj , якщо cj 6= 0.
У випадку задачi (1) – (3) компоненти оптимального плану

двоїстої задачi (5) – (7) збiгаються з числами ∆j (m + 1)-го
рядка останньої симплексної таблицi. Указанi числа стоять у
стовпчиках векторiв, що вiдповiдають додатковим змiнним.

Приклад 5. Розв’язати задачу

f = x2 − x4 − 3x5 → min;




x1 + 2x2 − x4 + x5 = 1,
−4x2 + x3 + 2x4 − x5 = 2,

3x2 + x5 + x6 = 5;

xj ≥ 0, j ∈ {1, . . . , 6},
й двоїсту до неї.

J Двоїста задача до заданої має вигляд

F = y1 + 2y2 + 5y3 → max;
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



y1 ≤ 0,
2y1 − 4y2 + 3y3 ≤ 1,

y2 ≤ 0,
−y1 + 2y2 ≤ −1,

y1 − y2 + y3 ≤ −3,
y3 ≤ 0.

Розв’яжемо за допомогою симплексних таблиць пряму задачу

0 1 0 −1 −3 0i Б Cб A0
A1 A2 A3 A4 A5 A6

1 A1 0 1 1 2 0 −1 1 0
2 A3 0 2 0 −4 1 2 −1 0
3 A6 0 5 0 3 0 0 1 1

m + 1 0 0 −1 0 1 3 0
1 A5 −3 1 1 2 0 −1 1 0
2 A3 0 3 1 −2 1 1 0 0
3 A6 0 4 −1 1 0 1 0 1

m + 1 −3 −3 −7 0 4 0 0
1 A5 −3 4 2 0 1 0 1 0
2 A4 −1 3 1 −2 1 1 0 0
3 A6 0 1 −2 3 −1 0 0 1

m + 1 −15 −7 1 −4 0 0 0
1 A5 −3 4 2 0 1 0 1 0
2 A4 −1 11/3 −1/3 0 1/3 1 0 2/3
3 A2 1 1/3 −2/3 1 −1/3 0 0 1/3

m + 1 −46/3 −19/3 0 −11/3 0 0 −1/3 .

Отже, оптимальний план прямої задачi X∗ = (0; 1/3; 0; 11/3; 4;

0), a fmin = −46
3
.

Знайдемо тепер оптимальний план двоїстої задачi. Його коорди-
нати знаходяться в (m + 1)-у рядку останньої симплексної таблицi,
а саме, i-та координата стоїть навпроти вiдповiдного вектора, який
входив до початкового базису, якщо до неї додати вiдповiдне значен-
ня коефiцiєнта цiльової функцiї:

y1 = −19
3

+ 0 = −19
3

, y2 = −11
3

+ 0 = −11
3

,

y3 = −1
3

+ 0 = −1
3
.

При цьому Fmax = −46
3
. I
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Зауваження. Якщо оптимальний план прямої задачi ви-
роджений, то оптимальний план двоїстої задачi, взагалi кажу-
чи, не єдиний. Перехiд до нової симплексної таблицi здiйсню-
ють за правилом: рядок, якому вiдповiдає br = 0, беруть за
провiдний, а провiдний стовпчик визначають з умови

θr = min
arj<0

{
− ∆j

arj

}
.

При цьому досить перерахувати лише елементи (m + 1)-го
рядка, бо стовпчик A0 не змiнюється.

Приклад 6. Розв’язати задачу

f = 4x1 + 4x2 → max;
{

x1 + 2x2 ≤ 1,
2x1 + x2 ≤ 2;

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0,

й двоїсту до неї.
J Двоїста задача до заданої має вигляд

F = y1 + 2y2 → min;
{

y1 + 2y2 ≥ 4,
2y1 + y2 ≥ 4;

y1 ≥ 0, y2 ≥ 0.

Розв’яжемо за допомогою симплексних таблиць пряму задачу

4 4 0 0i Б Cб A0
A1 A2 A3 A4

1 A3 0 1 1 2 1 0
2 A4 0 2 2 1 0 1

m + 1 0 −4 −4 0 0
1 A1 4 1 1 2 1 0
2 A4 0 0 0 −3 −2 1

m + 1 4 0 4 4 0
1 A1 4 1 1 0 1/3 2/3
2 A2 4 0 0 1 2/3 −1/3

m + 1 4 0 0 4/3 4/3 .
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У другiй симплекснiй таблицi умова оптимальностi виконується,
а це означає, що пряма задача розв’язана: X∗ = (1; 0), fmax = 4.

Оскiльки оптимальний план вироджений, то двоїста задача має
безлiч розв’язкiв. Перший оптимальний план двоїстої задачi знахо-
димо з другої таблицi, а саме Y ∗

1 = (4; 0). Для того щоб знайти дру-
гий оптимальний план, перейдемо до третьої симплексної таблицi. За
провiдний вiзьмемо другий рядок, бо йому вiдповiдає b2 = 0. Про-
вiдний стовпчик визначимо з умови

θ2 = min

{
−4
−3

;
−4
−2

}
= min

{
4
3
; 2

}
=

4
3
, j = 2.

Отже, провiдним є стовпчик A2, а провiдним елементом є −3 .

З третьої симплексної таблицi знаходимо, що Y ∗
2 =

(
4
3
;
4
3

)
. Отже,

оптимальний план двоїстої задачi такий:

Y ∗ = λY ∗
1 + (1− λ)Y ∗

2 , 0 ≤ λ ≤ 1,

Y ∗
1 = (4; 0), Y ∗

2 =

(
4
3
;
4
3

)
, а Fmin = fmax = 4. I

5.5. Двоїстий симплексний метод. При застосуваннi
симплексного методу до розв’язування задачi лiнiйного про-
грамування вимагалося, щоб компоненти вектора обмежень
bi, i ∈ {1, . . . ,m} були невiд’ємними. При цьому оцiнки ∆j ,
j ∈ {1, . . . , n} могли бути довiльними.

Часто зустрiчаються випадки, коли є базис, що задоволь-
няє ознаку оптимальностi, тобто всi ∆j ≥ 0, j ∈ {1, . . . , n},
але умова допустимостi не виконується, оскiльки не всi bi ≥ 0,
i ∈ {1, . . . ,m}. Варiант симплексного методу, що застосовуєть-
ся при розв’язуваннi таких задач, називається двоїстим сим-
плексним методом або методом уточнення оцiнок.

Розглянемо задачу

f = CX → max;

AX = A0;

X ≥ 0, (13)
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де матриця A мiстить одиничний базис i всi оцiнки ∆j ≥ 0,
j ∈ {1, . . . , n}, але умова невiд’ємностi не накладається на ком-
поненти bi, i ∈ {1, . . . , m}, вектора A. Таку задачу називатиме-
мо задачею у двоїстiй базиснiй формi.

Симплексний метод, який застосовуємо до задачi в канонiч-
нiй базиснiй формi, приводить до еквiвалентних задач iз зрос-
таючим значенням цiльової функцiї i невiд’ємними bi, i ∈
{1, . . . , m}, а це означає, що кожний базисний розв’язок є до-
пустимим. Двоїстий симплексний метод, при застосуваннi його
до задачi у двоїстiй базиснiй формi, приводить до послiдовно-
стi задач зi спадним значенням цiльової функцiї, невiд’ємними
оцiнками ∆j , j ∈ {1, . . . , n}, i значеннями bi, i ∈ {1, . . . , m}, до-
вiльного знаку. Iтерацiї продовжуємо до тих пiр, поки не буде
встановлено, що вихiдна задача не має допустимого плану або
буде одержана задача з допустимим базисним розв’язком, де
всi bi ≥ 0, i ∈ {1, . . . , m}, який є одночасно й оптимальним.

Вiдносно задачi (13) у двоїстiй базиснiй формi можливi три
випадки.

Випадок 1. Усi координати вектора обмежень A0

невiд’ємнi, bi ≥ 0, i ∈ {1, . . . , m}. Тодi вони визначають не тiль-
ки допустимий, але й оптимальний план задачi, оскiльки згiдно
з припущенням усi оцiнки ∆j ≥ 0, j ∈ {1, . . . , n}.

Випадок 2. Iснує рядок i, i ∈ {1, . . . , m}, такий, що bi < 0 i
aij ≥ 0, j ∈ {1, . . . , n}. У цьому випадку задача нерозв’язна, бо
система обмежень несумiсна. Справдi, для довiльного вектора
X = (x1; . . . ; xn), де xj ≥ 0, j ∈ {1, . . . , n}, при aij ≥ 0, j ∈
{1, . . . , n}, маємо ai1x1 + ai2x2 + . . . + ainxn ≥ 0, а тому i-те
обмеження ai1x1 + ai2x2 + . . . + ainxn = bi, де bi < 0, не має
змiсту.

Випадок 3. Iснує рядок r ∈ {1, . . . , m}, такий, що br <
0 i arj < 0 принаймнi для одного j ∈ {1, . . . , n}. Нехай s ∈
{1, . . . , n} таке, що ars < 0 i

−∆s

ars
= min

arj<0

{−∆j

arj

}
.

Тодi жорданове перетворення з провiдним елементом ars

приводить до еквiвалентної задачi, в якiй всi оцiнки ∆j ≥ 0,
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j ∈ {1, . . . , n}, i значення цiльової функцiї f ′ ≤ f , а при ∆s 6= 0
f ′ < f .

Опишемо алгоритм двоїстого симплексного методу.
Розглянемо задачу (13) у двоїстiй базиснiй формi. Двоїстий

симплексний метод, застосований до цiєї задачi, складаєть-
ся з наступних крокiв, якi повторюються до тих пiр, поки в
ходi жорданових перетворень не буде встановлено вiдповiднiсть
чергової еквiвалентної задачi випадкам 1) або 2), якi описанi
вище.

1. Перевiряємо знаки компонент вектора обмежень A0. Як-
що всi bi ≥ 0, i∈{1, . . . ,m}, то має мiсце випадок 1. Базисний
розв’язок i значення цiльової функцiї, якi записанi в стовпчи-
ку A0 симплексної таблицi, визначають оптимальний розв’язок
вихiдної задачi. Якщо ж серед bi, i ∈ {1, . . . , m}, є вiд’ємнi, то
переходимо до кроку 2.

2. Серед вiд’ємних компонент bi вибираємо компоненту br,
найбiльшу за абсолютною величиною, i рядок r називаємо про-
вiдним.

3. У провiдному рядку перевiряємо знаки всiх arj , j ∈
{1, . . . , n}. Якщо всi arj ≥ 0, j ∈ {1, . . . , n}, то маємо випа-
док 2. Розв’язування закiнчено, оскiльки доведено, що задача
розв’язку не має. Якщо ж принаймнi один iз коефiцiєнтiв arj ,
j ∈ {1, . . . , n}, вiд’ємний, то маємо випадок 3, i переходимо до
наступного кроку 4.

4. Серед вiд’ємних коефiцiєнтiв arj , j ∈ {1, . . . , n}, провiд-
ного рядка вибираємо елемент ars, для якого

−∆s

ars
= min

arj<0

{
−∆j

arj

}

i назвемо його провiдним.
5. Переходимо до наступної симплексної таблицi, виконав-

ши жорданове перетворення попередньої таблицi з провiдним
(розв’язувальним) елементом ars , i повертаємося до кроку 1.

Оптимальний план прямої задачi визначається базисними
змiнними та їхнiми значеннями в стовпчику A0 останньої сим-
плексної таблицi, а двоїстої задачi – змiнними двоїстої задачi,
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якi вiдповiдають базисним стовпчикам вихiдної задачi, та їхнi-
ми значеннями, що знаходяться в оцiночному (m + 1)-у рядку
з урахуванням cj .

Двоїстий симплексний метод зручно використовувати та-
кож для розв’язування задач, якi мають одиничний базис,
але не належать до задач у базиснiй формi, оскiльки мають
вiд’ємнi компоненти серед елементiв вектора-стовпчика A0 i
(m + 1)-го рядка одночасно. Розв’язуються такi задачi в два
етапи. Спочатку за допомогою двоїстого симплексного методу
виключаються всi bi < 0, а потiм оптимальний план знаходить-
ся звичайним симплексним методом. Треба лише на першому
етапi замiнити крок 4 на такий:

4′. Серед вiд’ємних коефiцiєнтiв arj провiдного рядка виби-
раємо елемент ars, для якого

br

ars
= max

arj<0

{
br

arj

}
.

Приклад 7. За допомогою двоїстого симплексного методу
розв’язати задачу

f = 3x1 + 2x2 − 4x3 → min;
{

x1 + x2 − 2x3 ≥ 4,
3x1 + x2 − 4x3 ≥ 7;

xj ≥ 0, j ∈ {1, 2, 3},
i знайти розв’язок двоїстої до неї.

J Двоїста задача до заданої має вигляд

F = 4y1 + 7y2 → max;




y1 + 3y2 ≤ 3,
y1 + y2 ≤ 2,

−2y1 − 4y2 ≤ −4;

y1 ≥ 0, y2 ≥ 0.

Зведемо пряму задачу до канонiчної форми

f = 3x1 + 2x2 − 4x3 → min;
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{ −x1 − x2 + 2x3 + x4 = −4,
−3x1 − x2 + 4x3 + x5 = −7;

xj ≥ 0, j ∈ {1, . . . , 5}.
Розв’язування цiєї задачi проведемо за допомогою симплексних

таблиць
3 2 −4 0 0i Б Cб A0

A1 A2 A3 A4 A5

1 A4 0 −4 −1 −1 2 1 0
2 A5 0 −7 −3 −1 4 0 1

m + 1 0 −3 −2 4 0 0
1 A4 0 3 2 0 −2 1 −1
2 A2 2 7 3 1 −4 0 −1

m + 1 14 3 0 −4 0 −2
1 A1 3 3/2 1 0 −1 1/2 −1/2
2 A2 2 5/2 0 1 −1 −3/2 1/2

m + 1 19/2 0 0 −1 −3/2 −1/2 .

У першiй симплекснiй таблицi умова оптимальностi не вико-
нується i в стовпчику A0 є вiд’ємнi елементи. За провiдний рядок
вiзьмемо другий, бо йому вiдповiдає найбiльше за абсолютною вели-
чиною bi < 0, i ∈ {1, 2}. Провiдний елемент виберемо, скориставшись
вiдношенням

max
{−7
−3

;
−7
−1

}
= max

{
7
3
; 7

}
= 7.

Цим елементом є −1 .
У другiй симплекснiй таблицi умова оптимальностi не виконуєть-

ся, а умова допустимостi виконується, бо в стовпчику A0 всi bi ≥ 0,
i ∈ {1, 2} . Тому цю задачу розв’язуємо за допомогою звичайного
симплексного методу. За провiдний стовпчик беремо A1, за провiд-

ний елемент 2 , бо θ01 = min

{
3
2
;
7
3

}
=

3
2
.

У третiй симплекснiй таблицi умова оптимальностi виконується,

а це означає, що задача розв’язана. Отже, X∗ =
(

3
2
;
5
2
; 0

)
, fmin =

19
2
.

Розв’язок двоїстої задачi мiститься в (m + 1)-у рядку остан-
ньої симплексної таблицi в стовпчиках A4 i A5, що вiдповiдають
початковому опорному плану. Оскiльки при зведеннi прямої зада-
чi до канонiчної базисної форми ми змiнили знаки на протилежнi
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в обмеженнях-нерiвностях, то значення для y∗1 i y∗2 треба взяти з

протилежними знаками. Тому Y ∗ =
(

3
2
;
1
2

)
, Fmax = fmin =

19
2
. I

Приклад 8. Розв’язати задачу

f = 5x2 + 7x4 → min;



−10x2 + x3 + x4 = −16,
x1 − 3x2 − 3x4 = −12,
−6x2 − 2x4 + x5 = −17;

xj ≥ 0, j ∈ {1, . . . , 5},
i двоїсту до неї.

J Двоїстою до заданої є задача

F = −16y1 − 12y2 − 17y3 → max;




y2 ≤ 0,
−10y1 − 3y2 − 6y3 ≤ 5,

y1 ≤ 0,
y1 − 3y2 − 2y3 ≤ 7,

y3 ≤ 0.

Розв’яжемо пряму задачу за допомогою двоїстого симплексного
методу

0 5 0 7 0
i Б Cб A0

A1 A2 A3 A4 A5

1 A3 0 −16 0 −10 1 1 0
2 A1 0 −12 1 −3 0 −3 0
3 A5 0 −17 0 −6 0 −2 1

m + 1 0 0 −5 0 −7 0
1 A3 0 37/3 0 0 1 13/3 −5/3
2 A1 0 −7/2 1 0 0 −2 −1/2
3 A2 5 17/6 0 1 0 1/3 −1/6

m + 1 85/6 0 0 0 −16/3 −5/6
1 A3 0 24 −10/3 0 1 11 0
2 A5 0 7 −2 0 0 4 1
3 A2 5 4 −1/3 1 0 1 0

m + 1 20 −5/3 0 0 −2 0 .
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У першiй симплекснiй таблицi всi ∆j ≤ 0, j ∈ {1, . . . , 5} тоб-
то виконується умова оптимальностi, але в стовпчику A0 є вiд’ємнi
числа, найменше з яких дорiвнює −17. Це означає, що третiй рядок
треба взяти за провiдний. Провiдний стовпчик виберемо за двоїстим
симплексним вiдношенням

min
{−5
−6

;
−7
−2

}
=

5
6
, j = 2.

Зробимо жорданове перетворення з провiдним елементом −6 .
У другiй симплекснiй таблицi стовпчик A0 мiстить вiд’ємне чис-

ло b2 = −7
2
, тому за провiдний рядок беремо другий. Провiдний

стовпчик, а отже, i розв’язувальний елемент знаходимо за допомо-
гою двоїстого симплексного вiдношення

min
{−16/3

−2
;
−5/6
−1/2

}
=

10
6

, j = 5.

Пiсля жорданового перетворення з провiдним елементом −1/2 ,
дiстанемо, що в стовпчику A0 стоять додатнi елементи, а в оцiноч-
ному (m + 1)-у рядку всi ∆j , як i ранiше, недодатнi. Це означає, що
план X∗ = (0; 4; 24; 0; 7) є оптимальним, а fmin = 20.

Оптимальний розв’язок двоїстої задачi Y ∗ = (0;−5/3; 0), а
Fmax = 20. I

Приклад 9. Розв’язати задачу

f = 2x1 + 3x2 + 5x4 → max;


−2x1 + x2 − x3 = 12,
x1 + 2x2 + x4 = 10,
3x1 − 2x2 − x5 = 18;

xj ≥ 0, j ∈ {1, . . . , 5}.
J Помножимо перше i третє рiвняння системи обмежень на (−1).

Тодi одержимо задачу вигляду

f = 2x1 + 3x2 + 5x4 → max;



2x1 − x2 + x3 = −12,
x1 + 2x2 + x4 = 10,

−3x1 + 2x2 + x5 = −18;
xj ≥ 0, j ∈ {1, . . . , 5}.

Розв’язуватимемо цю задачу за допомогою двоїстого симплекс-
ного методу
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2 3 0 5 0i Б Cб A0
A1 A2 A3 A4 A5

1 A3 0 −12 2 −1 1 0 0
2 A4 5 10 1 2 0 1 0
3 A5 0 −18 −3 2 0 0 1

m + 1 50 3 7 0 0 0
1 A3 0 −24 0 1/3 1 0 2/3
2 A4 5 4 0 8/3 0 1 1/3
3 A1 2 6 1 −2/3 0 0 −1/3

m + 1 32 0 9 0 0 1 .

У першiй симплекснiй таблицi умова оптимальностi виконуєть-
ся, але в стовпчику A0 є вiд’ємнi елементи, тобто маємо задачу в
двоїстiй базиснiй формi. Перейдемо до наступної симплексної табли-
цi, взявши за провiдний третiй рядок, бо йому вiдповiдає найбiльше
за абсолютною величиною вiд’ємне bi. Провiдний елементо виберемо
за двоїстим симплексним вiдношенням. Цим елементом буде −3 , бо
iнших вiд’ємних елементiв у провiдному рядку немає.

У другiй симплекснiй таблицi умова оптимальностi, як i повинно
бути, виконується, але в стовпчику A0 є елемент b1 = −24 < 0.
Перший рядок, який вiдповiдає цьому вiд’ємному елементу, вiзьмемо
за провiдний. Оскiльки в цьому рядку вiдсутнi вiд’ємнi елементи, то
задача не має розв’язку, через те, що система умов несумiсна. I

Вправи

1. Скласти двоїсту задачу до заданої, i, розв’язавши графiчно
одну з них, знайти розв’язок другої:

1) f = 2x1 + 7x2 → max;{ −2x1 + 3x2 ≤ 14,
x1 + x2 ≤ 8;

xj ≥ 0, j ∈ {1, 2};

2) f = x1 + 3x2 → max;


−x1 + x2 + x3 = 1,
x1 − x2 + x4 = 5,
x1 + x2 + x5 = 2;

xj ≥ 0, j ∈ {1, . . . , 5};

3) f = −5x1 + 2x2 → max;{
x1 + x2 ≥ 1,

2x1 + 3x2 ≤ 5;
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0;

4) f = 4x1 + 6x2 + 9x3 + 6x4 → max;{
2x1 + x3 + 3x4 ≤ 30,

x1 + 3x2 + 3x3 + 2x4 ≤ 20;
xj ≥ 0, j ∈ {1, . . . , 4};
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5) f = −3x1 − 3x2 → min;



3x1 − 2x2 ≥ −4,
x1 + 4x2 ≥ −18,
−4x1 + x2 ≥ −30,
−x1 + x2 ≥ −5;
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0;

6) f = 3x1 + x2 + 4x3 → max;{
x1 + 2x2 + 3x3 − x4 + x5 = 6,

3x1 − x2 + 2x4 ≤ 11;
xj ≥ 0, j ∈ {1, . . . , 5}.

2. Скласти двоїсту задачу до заданої задачi лiнiйного програму-
вання, i, розв’язавши за допомогою симплексного методу одну з них,
знайти розв’язок другої:

1) f = 4x1 + 2x2 → max;


−x1 + 2x2 ≤ 6,
x1 + x2 ≤ 9,

3x1 − x2 ≤ 15;
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0;

2) f = x1 − 2x2 → max;


−3x1 + 2x2 ≤ 6,
x1 − 4x2 ≤ 2,
x1 − x2 ≤ 5;

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0;

3) f = 2x1 + 3x2 → max;


−3x1 + 2x2 ≤ 6,
x1 − 4x2 ≤ 2,
x1 − x2 ≤ 5;

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0;

4) f = 3x1 + 2x2 − 6x3 → max;



2x1 − 3x2 + x3 ≤ 18,
−3x1 + 2x2 − 2x3 ≤ 24,
x1 + 3x2 − 4x3 ≤ 36;

xj ≥ 0, j ∈ {1, 2, 3};

5) f = 14x1 + 6x2 + 22x3 → max;



2x1 + x2 + 6x3 ≤ 12,
3x1 + 3x2 + 9x3 ≤ 27,
2x1 + x2 + 2x3 ≤ 6;

xj ≥ 0, j ∈ {1, 2, 3};

6) f = 5x1 + 3x2+
+6x3 → max;




x1 + 2x2 + x3 ≤ 18,
2x1 + x2 + 3x3 ≤ 16,
x1 + x2 + x3 = 10;
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0.

3. За допомогою двоїстого симплексного методу знайти розв’язки
заданої та двоїстої до неї задач:

1) f = 8x1 + 4x2 − 2x3 → max;



x1 + 2x3 = 4,
x1 − x2 = 3,

−5x1 − 3x2 + x3 = −10,
x1 + 6x2 − x3 = 5;

xj ≥ 0, j ∈ {1, 2, 3};

2) f = x1 + x2 + 2x3 → max;



x1 + x2 + x3 = 8,
x1 − x2 ≥ 4,
x1 + 2x2 ≥ 6;

xj ≥ 0, j ∈ {1, 2, 3};

3) f = 4x1 + 3x2 + 10x3 + 5x4 → min;



3x1 + 2x2 − x3 + 5x4 ≥ 8,
−x2 − 3x3 + 6x4 ≥ 6,
2x1 + x3 − x4 ≥ 0;

xj ≥ 0, j ∈ {1, ..., 4};

4) f = x1 − x2 → max;



x1 + 4x2 ≤ 8,
x1 − 2x2 ≤ 6,

−x1 + 2x2 ≤ −2,
−x1 − 2x2 ≤ −2;

xj ≥ 0, x2 ≥ 0;
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5) f = 8x1 + 2x2 − 5x3 → max;


−x1 + 2x2 + x3 ≥ 6,
x1 − 2x2 + 2x3 ≥ 3,
2x1 + x2 − x3 ≤ 2;

xj ≥ 0, j ∈ {1, 2, 3};

6) f = 5x1 + 18x2 → min;



−2x1 + x2 + x4 = −5,
x1 − 4x2 + x5 = −8,
−3x1 + x2 − x3 = −13;

xj ≥ 0, j ∈ {1, . . . , 5}.

Вiдповiдi

1. 1) X∗ = (2; 6), Y ∗ = (1; 4), fmax = Fmin = 46; 2) X∗ =(
1
2
;

3
2
; 0; 2; 0

)
, Y ∗ = (1; 0; 2), fmax = Fmin = 5; 3) X∗ =

(
0;

5
3

)
,

Y ∗ =

(
0;

2
3

)
, fmax = Fmin =

10
3
; 4) X∗ = (14; 0; 2; 0) , Y ∗ =

(
3
5
;
14
5

)
, fmax = Fmin = 74; 5) X∗ = (6; 6), Y ∗ =

(
0;

15
17

;
9
17

; 0
)

,

fmin = Fmax = −36; 6) X∗ =
(
0; 0;

23
6

;
11
2

; 0
)
, Y ∗ =

(4
3
;
2
3

)
, fmax =

Fmin =
46
3
. 2. 1) X∗ = (6; 3), Y ∗ =

(
0;

5
2
;

1
2

)
, fmax = Fmin = 30;

2) X∗ = (6; 1), Y ∗ =
(

0;
1
3
;

2
3

)
, fmax = Fmin = 4; 3) пряма зада-

ча розв’язку не має, бо цiльова функцiя необмежена зверху; двоїста
задача роз’язку не має, оскiльки система умов несумiсна; 4) X∗ =

(18; 6; 0), Y ∗ =
(

7
9
; 0;

13
9

)
, fmax = Fmin = 66; 5) X∗ =

(
3
2
; 0;

3
2

)
,

Y ∗ = (2; 0; 5), fmax = Fmin = 54; 6) X∗ = (14; 0; −4), Y ∗ = (0; 1; 3),

fmax = Fmin = 46. 3. 1) X∗ =
(

23
7

;
2
7
; 0

)
, Y ∗ =

(
0;

44
7

; 0;
12
7

)
,

fmax = Fmin =
192
7

; 2) X∗ =
(

14
3

;
2
3
;

8
3

)
, Y ∗ =

(
2;

1
3
;

2
3

)
, fmax =

Fmin = 32/3; 3) X∗ =
(8

7
; 0; 0;

32
35

)
, Y ∗ =

(8
7
; 0;

5
7

)
, fmin = Fmax =

64
7
;

4) X∗ =
(

20
3

;
1
3

)
, Y ∗ =

(
1
6
;

5
6
; 0; 0

)
, fmax = Fmin =

19
3

;

5) X∗ =
(

7
5
;

11
5

; 3
)

, Y ∗ =
(
1;

1
5
;
18
5

)
, fmax = Fmin =

3
5
; 6) X∗ =

(4; 3; 4; 0; 0), Y ∗ =
(
− 38

7
;−41

7
; 0

)
, fmin = Fmax = 74.
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§6. Задачi транспортного типу

Транспортна задача є однiєю з основних спецiальних мо-
делей лiнiйного програмування. Її мета — розробка рацiональ-
них шляхiв i способiв транспортування товарiв, усунення надто
довгих, зустрiчних, повторних перевезень, що зменшує витрати
пiдприємств, фiрм, якi пов’язанi з процесами постачання сиро-
вини, матерiалiв, пального i т.п. До транспортних зводяться
також задачi оптимального розмiщення виробництва, складiв,
оптимального призначення на посади i т.п.

6.1. Математична постановка транспортної зада-
чi. Розглянемо класичний випадок транспортної задачi. Вона
полягає у визначеннi оптимального плану перевезень деякого
однорiдного вантажу з m пунктiв вiдправлення (постачальни-
ки) A1, A2, . . ., Am у n пунктiв призначення (споживачi) B1,
B2, . . ., Bn. При цьому за критерiй оптимальностi беруть або
мiнiмальну вартiсть перевезень всього вантажу, або мiнiмаль-
ний час його перевезення. Ми розглядатимемо задачу, де за
критерiй оптимальностi взято мiнiмальну вартiсть перевезень
всього вантажу.

Припустимо, що в пунктi Ai зосереджено ai, i ∈ {1, . . . , m},
одиниць товару, а споживачу Bj потрiбно bj , j = {1, . . . , n},
одиниць товару i вiдома вартiсть cij перевезення одиницi ван-
тажу з пункту Ai в пункт Bj , i ∈ {1, . . . ,m}, j = {1, . . . , n}.
Треба знайти такий план перевезень продукцiї вiд постачаль-
никiв до споживачiв, щоб сумарнi витрати f на транспортуван-
ня вантажiв були мiнiмальними.

Для побудови математичної моделi розглядуваної задачi
введемо змiннi xij , якi визначають обсяг перевезень продукцiї
з пункту Ai в пункт Bj , i ∈ {1, . . . ,m}, j = {1, . . . , n}. Матрицю

X = (xij) i∈{1,...,m}
j∈{1,...,n}

,

складену з цих змiнних, називають планом перевезень.
Транспортну задачу та її розв’язування зручно подавати у

виглядi транспортної таблицi (матрицi) вигляду
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Постачаль- Споживачi Запа-
ники B1 . . . Bj . . . Bn си

A1
c11

x11
. . .

c1j

x1j
. . .

c1n

x1n
a1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ai
ci1

xi1
. . .

cij

xij
. . .

cin

xin
ai

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Am
cm1

xm1
. . .

cmj

xmj
. . .

cmn

xmn
am

Потреби b1 . . . bj . . . bn

Якщо вважати, що весь вантаж треба вивезти з пунктiв
вiдправлення Ai, i ∈ {1, . . . ,m}, i задовольнити потреби всiх
пунктiв призначення Bj , j ∈ {1, . . . , n}, то математична модель
транспортної задачi має вигляд

f =
m∑

i=1

n∑

j=1

cijxij → min; (1)

при обмеженнях

n∑

j=1

xij = ai, i ∈ {1, . . . ,m}; (2)

m∑

i=1

xij = bj , j ∈ {1, . . . , n}; (3)

xij ≥ 0, i ∈ {1, . . . ,m}, j ∈ {1, . . . , n}. (4)

У розглянутiй задачi має виконуватися умова

m∑

i=1

ai =
n∑

j=1

bj . (5)

Транспортну задачу називають збалансованою або за-
критою, якщо виконується умова (5). Якщо ж ця умова не
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виконується, то транспортну задачу називають незбалансо-
ваною або вiдкритою.

Доведено [14], що збалансованiсть, тобто умова (5) є необ-
хiдною i достатньою умовою iснування розв’язку транспортної
задачi (1) – (4).

Якщо умова (5) не виконується, тобто транспортна задача
є вiдкритою, то її треба спочатку закрити, збалансувавши по-
ставки й потреби. Робиться це за допомогою введення фiктив-
ного постачальника або фiктивного споживача, в залежностi

вiд спiввiдношення мiж сумами
m∑

i=1

ai i
n∑

j=1

bj .

У випадку, коли
m∑

i=1

ai >
n∑

j=1

bj вводиться фiктивний

(n + 1)-й пункт призначення (споживач) з потребою bn+1 =
m∑

i=1

ai −
n∑

j=1

bj , вiдповiднi тарифи якого вважаються нульови-

ми, тобто ci n+1 = 0, i ∈ {1, . . . , m}.
Якщо ж

m∑

i=1

ai <
n∑

j=1

bj , тобто загальнi потреби перевищу-

ють запаси, то вводиться фiктивний (m + 1)-й пункт вiдправ-

лення (постачальник) iз запасом вантажу am+1 =
n∑

j=1

bj−
m∑

i=1

ai

i тарифами cm+1 j = 0, j ∈ {1, . . . , n}.
Очевидно, що транспортна задача (1) – (4) є звичайною за-

дачею лiнiйного програмування i може бути розв’язана сим-
плексним методом. Однак особливостi будови математичної
моделi транспортної задачi дозволяють розв’язати її простiше.
Легко помiтити, що всi коефiцiєнти при змiнних у рiвняннях
(2) i (3) дорiвнюють одиницi, а самi системи заданi в канонiчнiй
формi. Крiм того, система обмежень (2), (3) складається з mn
невiдомих та m + n рiвнянь, якi зв’язанi маж собою спiввiд-
ношенням (5). Якщо додати вiдповiдно правi та лiвi частини
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систем рiвнянь (2) i (3), то отримаємо два однакових рiвняння:

m∑

i=1

n∑

j=1

xij =
m∑

i=1

ai −
n∑

j=1

bj ,

m∑

i=1

n∑

j=1

xij =
n∑

j=1

bj −
m∑

i=1

ai.

Наявнiсть у системi обмежень двох однакових рiвнянь свiд-
чить про її лiнiйну залежнiсть. Якщо одне з цих рiвнянь вiд-
кинути, то в загальному випадку система обмежень мiстити-
ме m + n − 1 лiнiйно незалежних рiвнянь, а тому її можна
розв’язати вiдносно m+n−1 базисних змiнних. Назвемо опор-
ним планом транспортної задачi такий її допустимий план
X = (xij) i∈{1,...,m}

j∈{1,...,n}
, який мiстить не бiльше нiж m + n − 1 до-

датних компонент, а всi iншi його компоненти дорiвнюють ну-
лю. Якщо кiлькiсть вiдмiнних вiд нуля компонент дорiвнює
m + n − 1, то план називається невиродженим, а якщо мен-
ше, то – виродженим.

Опорний план X∗ = (x∗ij) i∈{1,...,m}
j∈{1,...,n}

, при якому цiльова функ-

цiя f набуває свого найменшого значення, називається опти-
мальним планом транспортної задачi.

Якщо умови транспортної задачi i її опорний план записанi
у виглядi таблицi, то клiтинки, в яких xij > 0, називаються
заповненими, всi iнше – порожнiми.

Заповненi клiтинки вiдповiдають базисним змiнним i для
невиродженого плану їхня кiлькiсть дорiвнює m + n− 1.

З опорним планом тiсно пов’язане поняття циклу. Циклом
у таблицi умов транспортної задачi називається ламана, вер-
шини якої розмiщенi в клiтинках таблицi, а ланки – вздовж
рядкiв та стовпчикiв, причому в кожнiй вершинi циклу зустрi-
чаються тiльки двi ланки, одна з яких знаходиться в рядку,
а друга – в стовпчику. Точки самоперетину циклу не є його
вершинами.

Вiдносно розташування вершин циклу повиннi виконувати-
ся такi умови:
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1) в одному рядку (або стовпчику) мiстяться тiльки двi вер-
шини циклу;

2) остання (завершальна) вершина циклу знаходиться в то-
му самому рядку, що й перша (вихiдна);

3) якщо умовно з’єднати вершини циклу вiдрiзками, то в
кожнiй наступнiй вершинi здiйснюється поворот на 900.

При такому тлумаченнi взаємозв’язку мiж вершинами цик-
лу не важливо через скiльки зайнятих або вiльних клiтинок
проходять умовнi вiдрiзки.

Доведено [14], що кiлькiсть вершин (клiтинок), якi утворю-
ють будь-який цикл транспортної задачi, завжди парна.

Якщо для певного набору заповнених клiтинок неможливо
побудувати цикл, то така сукупнiсть клiтинок є ациклiчною.

Для того щоб деякий план транспортної задачi був опор-
ним, необхiдно i достатньо його ациклiчностi. Звiдси випливає,
що будь-яка сукупнiсть з m+n клiтинок таблицi транспортної
задачi утворює цикл.

Вироджений опорний план може виникати не лише при його
побудовi, але й при його перетвореннях у процесi знаходження
оптимального плану. Для того щоб позбутися виродженостi у
деякi порожнi клiтинки транспортної задачi в необхiднiй кiль-
костi вводять нульовi постачання. Обсяги запасiв постачаль-
никiв i потреб споживачiв при цьому не змiнюються, проте цi
клiтинки з нульовим вантажем вважаються заповненими. Го-
ловною умовою при введеннi нульових постачань є збереження
необхiдної i достатньої умови опорностi плану транспортної за-
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дачi – неможливостi побудови циклу для заповнених клiтинок.
Для побудови початкового опорного плану транспортної за-

дачi iснує декiлька методiв, якi опишемо в наступному пунктi.
6.2. Побудова опорних планiв транспортної за-

дачi. Розглянемо три методи побудови початкового опорного
плану: пiвнiчно-захiдного кута; мiнiмальної вартостi та подвiй-
ної переваги. Суть цих методiв полягає в тому, що опорний
план знаходять послiдовно за n + m − 1 крокiв, на кожному
з яких у таблицi умов заповнюють одну клiтинку. Заповнення
одної з клiтинок забезпечує повнiстю або задоволення потреб
у вантажi пункту призначення (того, в стовпчику якого знахо-
диться заповнена клiтинка), або вивезення вантажу iз пункту
вiдправлення (того, в рядку якого знаходиться заповнювана
клiтинка).

У першому випадку тимчасово виключають з розгляду
стовпчик, який мiстить заповнену на цьому кроцi клiтинку, i
розглядають задачу, таблиця умов якої мiстить на один стовп-
чик менше, нiж було перед цим кроком, але те саме число ряд-
кiв i вiдповiдно змiненi запаси вантажу в одному iз пунктiв
вiдправлення (у тому, за рахунок запасiв якого було задово-
лено потреби у вантажi пункту призначення на цьому кроцi).
У другому випадку тимчасово виключають з розгляду рядок,
який мiстить заповнену клiтинку, i вважають, що таблиця умов
має на один рядок менше при незмiннiй кiлькостi стовпчикiв
i при вiдповiднiй змiнi потреб у стовпчику якого знаходиться
заповнювана клiтинка.

Пiсля того, як пророблено n+m−2, описаних вище крокiв,
дiстанемо задачу з одним пунктом призначення i одним пунк-
том вiдправлення. При цьому залишається вiльною тiльки од-
на клiтинка, а запаси останнього пункту вiдправлення дорiв-
нюють потребам пункту призначення. Заповнивши клiтинку,
ми зробимо тим самим (n + m − 1)-й крок, i, отже, одержи-
мо шуканий опорний план. Якщо на деякому кроцi, але не на
останньому, виявиться, що потреби чергового пункту призна-
чення збiгаються iз запасами чергового пункту вiдправлення,
то в цьому випадку виключають з розгляду або стовпчик, або
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рядок (щось одне). Цим самим або запаси вiдповiдного пункту
вiдправлення, або потреби вказаного пункту призначення вва-
жаємо нульовими, що гарантує одержання n + m− 1 зайнятих
клiтинок, у яких стоять компоненти опорного плану. Вiдмiн-
нiсть вiд нуля n+m−1 компонент опорного плану, тобто запов-
ненiсть n+m−1 клiтинок транспортної таблицi, є обов’язковою
умовою для дослiдження цього плану на оптимальнiсть.

6.2.1. Метод пiвнiчно-захiдного кута. Будуватимемо
допустимий план в таблицi умов транспортної задачi, де кож-
нiй змiннiй xij вiдповiдає клiтинка (i, j).

При користуваннi методом пiвнiчно-захiдного кута на кож-
ному кроцi розглядають перший, з тих, що залишилися, пункт
вiдправлення, i перший же, з тих, що залишилися, пункт при-
значення. Заповнення клiтинок таблицi транспортної задачi по-
чинають з лiвої верхньої клiтинки (1, 1) (пiвнiчно-захiдний кут)
i закiнчують клiтинкою (m,n), тобто йдуть немовби по дiаго-
налi.

Розглянемо процедуру цього методу на прикладi.
Приклад 1. Побудувати опорний план транспортної задачi,

яка визначена таблицею

Постачаль- Споживачi Запа-
ники B1 B2 B3 B4 си

A1
7
120

8
40

1
−

2
− 160

A2
4
−

5
10

9
130

8
− 140

A3
9
−

2
−

3
60

6
110 170

Потреби 120 50 190 110 470 .

J Оскiльки задача закрита, то можна будувати опорний план.
У клiтинку (1, 1) помiстимо 120 од., бо споживачевi B1 бiльше не
треба. При цьому перший стовпчик виключаємо з розгляду. Далi у
клiтинку (1, 2) помiщаємо 40 од. i оскiльки запаси в пунктi A1 ви-
черпано, то перший рядок виключаємо з розгляду. Споживачевi B2

додаємо 10 од. з пункту A2 i другий стовпчик бiльше не розглядає-
мо. Продовжуючи аналогiчно далi, у клiтинку (3, 3) помiстимо 60
од. вантажу. Залишилася клiтинка (3, 4), а запаси постачальника i
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потреби споживача однаковi. Тодi у цю клiтинку помiщаємо 110 од.
вантажу. Одержаний план є опорним, бо, починаючи рух з клiтин-
ки (1, 1), повернутися до неї або будь-якої iншої заповненої клiтин-
ки, рухаючись лише по заповнених клiтинках, неможливо. Цей план
невироджений, бо m + n− 1 = 4 + 3− 1 = 6 i стiльки ж заповнених
клiтинок.

При побудовi опорного плану цим методом ми не враховували
вартiсть перевезень, а тому одержаний план є, взагалi кажучи, да-
леким вiд оптимального.

Очевидно, що вартiсть перевезень при одержаному опорному
планi

X0 =




120 40 0 0
0 10 130 0
0 0 60 110




дорiвнює

f = 7 · 120 + 8 · 40 + 5 · 10 + 9 · 130 + 3 · 60+

+6 · 110 = 3520 гр. од. I

6.2.2. Метод мiнiмальної вартостi (метод мiнi-
мального елемента). Суть методу полягає в тому, що з усiєї
таблицi умов транспортної задачi вибирають клiтинку, в якiй
стоїть найменша вартiсть i туди записують найменше з чисел
ai або bj . Потiм з розгляду виключають або рядок, що вiд-
повiдає постачальнику, запаси якого повнiстю вичерпанi, або
стовпчик, який вiдповiдає споживачу, потреби якого повнiстю
задоволенi, або i рядок i стовпчик, якщо вичерпанi запаси по-
стачальника i задоволенi потреби споживача. Далi з клiтинок,
якi залишилися, знову вибираємо ту, де знаходиться найменша
вартiсть перевезення i процес розподiлу запасiв продовжуємо
до тих пiр, поки всi запаси не будуть розподiленi, а потреби
задоволенi.

Приклад 2. Методом мiнiмальної вартостi знайти опорний
план транспортної задачi з прикладу 1
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Постачаль- Споживачi Запа-
ники B1 B2 B3 B4 си

A1
7
−

8
−

1
160

2
− 160

A2
4
120

5
−

9
−

8
20 140

A3
9
−

2
50

3
30

6
90 170

Потреби 120 50 190 110 470 .

J Мiнiмальний тариф, що дорiвнює 1, знаходиться в клiтинцi
(1, 3). Помiстимо у цю клiтинку 160 од. i виключимо з розгляду
перший рядок, бо запаси постачальника A1 вичерпанi. Вважаємо,
що потреби пункту призначення B3 вже дорiвнюють 30 од.

У частинi таблицi, яка залишилася з двома рядками A2 i A3 i
чотирма стовпчиками B1, B2, B3 i B4, клiтинкою з найменшою вар-
тiстю є (3, 2), куди помiщаємо 50 од. вантажу i стовпчик B2 виклю-
чаємо з розгляду. Далi в таблицi умов знову вибираємо клiтинку
з найменшою вартiстю i продовжуємо процес до тих пiр, поки всi
запаси не будуть розподiленi, а потреби задоволенi. Як результат
одержимо опорний план

X0 =




0 0 160 0
120 0 0 20
0 50 30 90


 .

При цьому планi перевезень загальна вартiсть перевезень стано-
вить

f = 1 · 160 + 4 · 120 + 8 · 20 + 2 · 50 + 3 · 30 + 6 · 90 = 1530 гр. од.

Одержали, що вартiсть перевезень нижча, нiж у випадку опорно-
го плану, який побудовано в прикладi 1 методом пiвнiчно-захiдного
кута. I

6.2.3. Метод подвiйної переваги. Якщо транспортна
таблиця велика, то перебрати всi клiтинки важко. У цьому ви-
падку використовують метод подвiйної переваги, змiст якого
полягає в такому.

У кожному стовпчику помiчаємо значком ∨ клiтинку з най-
меншою вартiстю. Потiм це саме зробимо в кожному рядку.
Як результат матимемо у деяких клiтинках помiтки ∨∨. Цим
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клiтинкам вiдповiдає мiнiмальна вартiсть як у стовпчику, так
i в рядку. В зазначенi клiтинки записуємо максимально мож-
ливi обсяги, кожного разу виключаючи з розгляду вiдповiднi
стовпчики або рядки. Потiм розподiляємо обсяги перевезень по
клiтинках, якi помiченi значком ∨. У тiй частинi таблицi, що
залишилася, вантаж розподiляємо за найменшою вартiстю.

Приклад 3. Знайти опорний план транспортної задачi з при-
кладу 1, використовуючи метод подвiйної переваги.

J Заповнюємо спочатку клiтинки (1, 3), (2, 1) i (3, 2), якi мають
двi помiтки ∨∨. Далi заповнюємо клiтинки (3, 3), (3, 4) i (2, 4) у
порядку зростання вартостей

Постачаль- Споживачi Запа-
ники B1 B2 B3 B4 си

A1
7
−

8
−

1 ∨∨
160

2 ∨
− 160

A2
4 ∨∨
120

5
−

9
−

8
20 140

A3
9
−

2∨∨
50

3
30

6
90 170

Потреби 120 50 190 110 470 .

Одержаний опорний план є невиродженим i вiн збiгається з тим,
який одержано методом мiнiмальної вартостi, тобто

X0 =




0 0 160 0
120 0 0 20
0 50 30 90


 ,

f = 1 · 160 + 4 · 120 + 8 · 20 + 2 · 50 + 3 · 30 + 6 · 90 = 1530 гр. од. I

Зауваження. Можна було б очiкувати, що ближчими до
оптимального є опорнi плани, якi побудованi з врахуванням
вартостi перевезень, тобто за методом мiнiмальної вартостi або
подвiйної переваги. Оскiльки на практицi це не завжди так, то
користуються тим методом, який простiший за процедурою –
методом пiвнiчно-захiдного кута.

6.3. Знаходження оптимального плану транспорт-
ної задачi методом потенцiалiв. Для визначення оптималь-
ного плану транспортної задачi розроблено декiлька методiв.
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Ми розглянемо один з них, який називають методом потен-
цiалiв. Принцип знаходження оптимального плану транспорт-
ної задачi цим методом аналогiчний симплексному методу, тоб-
то спочатку знаходимо початковий опорний план, а потiм його
покращуємо до оптимального.

Для одержання початкового опорного плану транспортної
задачi скористаємося одним iз методiв, якi розглянутi в по-
передньому пунктi. Цi методи дають можливiсть побудувати
невироджений план, у якому є n + m − 1 заповнена клiтинка,
при цьому в деяких клiтинках можуть знаходитися нулi. Для
перевiрки на оптимальнiсть невиродженого опорного плану
скористаємось теоремою.

Теорема. Якщо для деякого невиродженого опорного плану
X = (xij) i∈{1,...,m}

j∈{1,...,n}
транспортної задачi iснують такi числа αi,

i ∈ {1, . . . ,m} та βj, j ∈ {1, . . . , n}, що

βj − αi = cij при xij > 0,

βj − αi ≤ cij при xij = 0,

для всiх i ∈ {1, . . . ,m}, j ∈ {1, . . . , n}, то цей план є опти-
мальним.

Числа αi та βj називаються потенцiалами вiдповiдно
пунктiв вiдправлення Ai i пунктiв призначення Bj , i ∈
{1, . . . , m}, j ∈ {1, . . . , n}.

Сформульована теорема дозволяє побудувати алгоритм
знаходження оптимального розв’язку транспортної задачi.

Якщо є деякий опорний план, то спочатку знаходимо потен-
цiали αi, i ∈ {1, . . . ,m}, i βj , j ∈ {1, . . . , n}, з системи рiвнянь

βj − αi = cij , (6)

де cij – тарифи перевезень, якi стоять у заповнених клiтинках
таблицi умов транспортної задачi. Оскiльки число заповнених
клiтинок дорiвнює n+m−1, то система (6) з m+n невiдомими
мiстить m + n − 1 рiвнянь. Це означає, що число невiдомих
на одиницю бiльше, нiж число рiвнянь. Тому одне з невiдомих
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можна взяти нульовим, наприклад, α1 = 0. Решту αi та βj

знаходимо з системи (6).
Пiсля того, як усi потенцiали знайдено, для кожної з вiль-

них клiтинок знаходимо числа

dij = βj − αi − cij . (7)

Якщо серед чисел dij немає додатних, то вказаний опор-
ний план є оптимальним. Якщо ж серед чисел dij є додатнi, то
вихiдний опорний план не є оптимальним i треба перейти до но-
вого опорного плану. Для цього серед dij вибираємо найбiльше.
Клiтинку, якiй воно вiдповiдає, треба заповнити. Запoвнюючи
вибрану клiтинку, необхiдно змiнити обсяги поставок, перероз-
подiливши їх мiж заповненими клiтинками, якi зв’язанi з нею
циклом. Вiдомо, що при правильнiй побудовi опорного плану
для будь-якої вiльної клiтинки можна побудувати тiльки один
цикл.

Перемiщення вантажу в межах клiтинок, якi зв’язанi з цiєю
вiльною клiтинкою циклом здiйснюємо за таким правилом: 1)
кожнiй з клiтинок, якi зв’язанi циклом iз зазначеною вiль-
ною клiтинкою присвоюємо певний знак, вiльнiй клiтинцi знак
плюс, а всiм iншим – почергово знаки мiнус i плюс; 2) у цю
вiльну клiтинку переносимо менше з чисел xij , якi знаходять-
ся в мiнусових клiтинках. Одночасно це число додаємо до вiд-
повiдних чисел, якi стоять у плюсових клiтинках i вiднiмаємо
вiд чисел, якi стоять у мiнусових клiтинках. Вiльна клiтинка
стає заповненою, а мiнусова клiтинка, в якiй стояло мiнiмальне
число xij , – вiльною.

У результатi таких перемiщень одержимо новий опорний
план. Описаний вище метод переходу до нового опорного пла-
ну називається зсувом за циклом перерахунку. При цьому
число заповнених клiтинок залишається рiвним n+m−1. Якщо
в мiнусових клiтинках є два або бiльше однакових найменших
числа xij , то звiльняємо лише одну з них, а iншi залишаємо
заповненими з нульовим вантажем. Одержаний новий опорний
план перевiряємо знову на оптимальнiсть i т.д.

З описаного вище випливає, що алгоритм методу потен-
цiалiв такий:
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1) знаходять за допомогою одного iз описаних вище ме-
тодiв початковий опорний план. При цьому число заповнених
клiтинок повинно дорiвнювати n+m−1, тобто план повинен
бути невиродженим;

2) для заповнених клiтинок таблицi транспортної задачi
записують систему рiвнянь (6) i знаходять потенцiали αi i
βj ;

3) для кожної вiльної клiтинки визначають числа dij (7).
Якщо серед чисел dij немає додатних, то одержано оптималь-
ний план транспортної задачi; якщо ж вони є, то переходять
до нового опорного плану ;

4) серед додатних чисел dij вибирають найбiльше, i для
вiльної клiтинки, якiй воно вiдповiдає, будують цикл перера-
хунку i роблять зсув за циклом;

5) одержаний опорний план перевiряють на оптималь-
нiсть, тобто знову повторюють всi дiї, починаючи з кроку 2).

Зауваження. Якщо при дослiдженнi на оптимальнiсть
опорного плану виявиться, що dij ≤ 0, i серед них є нульовi,
то це означає, що задача має альтернативнi оптимальнi пла-
ни. Одержати iнший оптимальний план можна, якщо побуду-
вати цикл перерозподiлу обсягiв перевезень для клiтинки, у
якiй dij = 0.

Приклад 4. За допомогою методу потенцiалiв розв’язати за-
дачу, яка задана таблицею

Постачаль- Споживачi Запа-
ники B1 B2 B3 си

A1
5 2 3

15

A2
2 4 6

25

A3
5 3 3 35

Потреби 20 20 45
75

85 .

J Оскiльки потреби бiльшi за запаси, то введемо фiктивний
пункт постачання A4 iз запасами a4 = 85 − 75 i нульовими тарифа-
ми перевезень. Тодi одержимо збалансовану (закриту) транспортну
задачу
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Постачаль- Споживачi Запа-
ники B1 B2 B3 си

A1
5
15

2
−

3
− 15

A2
2
5

4
20

6
− 25

A3
5
−

3
0

3
35 35

A4
0
−

0
−

0
10 10

Потреби 20 20 45 85 .

− ⊕

−+

Побудуємо початковий опорний план методом пiвнiчно-захiдного
кута. Число заповнених клiтинок повинно дорiвнювати n + m− 1 =
3 + 4 − 1 = 6, а є 5. Це означає, що опорний план є виродженим, а
тому треба вважати одну iз порожнiх клiтинок заповненою. За цю
клiтинку можна взяти (2, 3) або (3, 2), бо при заповненi клiтинки
(2, 2) ми одночасно вичерпали запаси постачальника A2 i задоволь-
нили потреби споживача B2 i виключили з розгляду одночасно ря-
док i стовпчик, а треба було щось одне. Вважатимемо заповненою
клiтинку (3, 2). Одержаний невироджений опорний план дослiдимо
на оптимальнiсть. Розглянемо заповненi клiтинки i складемо для них
систему рiвнянь (6):

β1 − α1 = 5, β1 − α2 = 2, β2 − α2 = 4,

β2 − α3 = 3, β3 − α3 = 3, β3 − α4 = 0.

Взявши α1 = 0, знаходимо β1 = 5, α2 = 3, β2 = 7, α3 = 4, β3 = 7,
α4 = 7.

Для кожної вiльної клiтинки знаходимо числа dij (7):

d12 = 7− 0− 2 = 5, d13 = 7− 0− 3 = 4, d23 = 7− 3− 6 = 2,

d31 = 5− 4− 5 = −4, d41 = 5− 7− 0 = 2, d42 = 7− 7− 0 = 0.

Оскiльки серед dij є додатнi, то умова оптимальностi не виконується.
Серед додатних dij виберемо найбiльше. Ним є d12, а тому клiтинку
(1, 2) треба заповнити, зробивши перерозподiл вантажу мiж клiтин-
ками, якi зв’язанi з нею циклом. Для цього клiтинку (1, 1), у якiй
стоїть найменше число з тих, що мiстяться у мiнусових клiтинках,
звiльняємо, а її вантаж додаємо до наявного в плюсових клiтинках i
вiднiмаємо вiд наявного у мiнусових клiтинках. Отже, маємо новий
опорний план
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5 2
15

3

2
20

4
5

6

5 3
0

3
35

0 0 0
10 .

Перевiряємо цей опорний план на оптимальнiсть. Для заповне-
них клiтинок складемо систему рiвнянь (6):

β2 − α1 = 2, β1 − α2 = 2, β2 − α2 = 4,

β2 − α3 = 3, β3 − α3 = 3, β3 − α4 = 0,

звiдки одержуємо, що α1 = 0, β2 = 2, α2 = −2, β1 = 0, α3 = −1,
β3 = 2, α4 = 2.

Для кожної з порожнiх клiтинок маємо вiдповiдно: d11 = 0− 0−
5 = −5, d13 = 2−0−3 = −1, d23 = 2+2−6 = −2, d31 = 0+1−5 = −4,
d41 = 0 − 2 − 0 = −2, d42 = 2 − 2 − 0 = 0. Оскiльки всi dij ≤ 0, то
план оптимальний:

X∗ =




0 15 0
20 5 0
0 0 35


 ,

fmin = 2 · 15 + 2 · 20 + 4 · 5 + 3 · 35 = 30 + 40 + 20 + 105 = 195 гр. од. I

Приклад 5. Розв’язати транспортну задачу, яка визначена таб-
лицею

Постачаль- Споживачi Запа-
ники B1 B2 B3 B4 си

A1
3
25

2
5

4
−

1
20 50

A2
2
5

3
−

1
35

5
− 40

A3
3
−

2
20

4
−

4
− 20

Потреби 30 25 35 20 110
110 .

− +

−⊕

J Маємо закриту (збалансовану) транспортну задачу, а тому
можна будувати початковий опорний план. Побудуємо його за до-
помогою методу мiнiмальної вартостi. У клiтинку (2, 3) з наймен-
шою вартiстю перевезень помiщаємо вантаж 35 од. i виключаємо з
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розгляду стовпчик B3. Далi у клiтинку (1, 4) помiщаємо 20 од. ванта-
жу – i виключаємо з розгляду стовпчик B4. Наступною заповнюємо
клiтинку (3, 2) i виключаємо з розгляду рядок A3. Продовжуючи
заповнення клiтинок за зростанням вартостi перевезень, одержимо
початковий опорний план

X0 =




25 5 0 20
5 0 35 0
0 20 0 0


 .

Оскiльки n + m− 1 = 4 + 3− 1 = 6 i заповнених клiтинок шiсть, то
план невироджений.

Знайдемо потенцiали αi, i ∈ {1, 2, 3}, βj , j ∈ {1, 2, 3, 4}, склавши
для заповнених клiтинок систему рiвнянь

β1 − α1 = 3, β2 − α1 = 2, β4 − α1 = 1,

β1 − α2 = 2, β3 − α2 = 1, β2 − α3 = 2.

Якщо взяти α1 = 0, то матимемо α1 = 0, β1 = 3, β2 = 2, β4 = 1,
α2 = 1, β3 = 2, α3 = 0.

Для порожнiх клiтинок обчислюємо оцiнки dij :

d13 = 2− 0− 4 = −2, d22 = 2− 1− 3 = −2, d24 = 1− 1− 5 = −5,

d31 = 3− 0− 3 = 0, d33 = 2− 0− 4 = −2, d34 = 1− 0− 4 = −3.

Маємо, що всi dij ≤ 0, а це означає, що план оптимальний:

X∗
1 =




25 5 0 20
5 0 35 0
0 20 0 0


 ,

fmin = 3 · 25 + 2 · 5 + 1 · 20 + 2 · 5 + 1 · 35 + 2 · 20 = 190 гр. од.

Оскiльки d31 = 0, то оптимальний план не єдиний. Для знаход-
ження другого оптимального плану в клiтинку (3, 1) треба помiстити
певний вантаж, зробивши перерозподiл вантажу серед клiтинок, якi
зв’язанi з нею циклом

3
5

2
25

4 1
20

2
5

3 1
35

5

3
20

2 4 4

.
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Отже, другий оптимальний план має вигляд

X∗
2 =




5 25 0 20
5 0 35 0
20 0 0 0


 .

Звiдси випливає, що сукупнiсть усiх розв’язкiв заданої задачi знахо-
диться за формулою

X∗ = λX∗
1 + (1− λ)X∗

2 , 0 ≤ λ ≤ 1,

а
fmin = 190 гр. од. I

Вправи

1. Знайти опорнi плани пропонованих транспортних задач мето-
дом пiвнiчно-захiдного кута, мiнiмальної вартостi та подвiйної пере-
ваги

1)

bj

ai
25 10 13

18 4 1 5
10 2 3 6
20 5 7 4

; 2)

bj

ai
20 25 30 25

40 4 2 5 7
30 6 0 3 1
30 5 4 2 6

;

3)

bj

ai
60 40 40 30 30

60 5 2 0 7 3
40 6 1 4 2 8
70 7 4 3 6 1
30 3 5 6 4 2

;

4)

bj

ai
50 40 10 15 25 30

70 6 3 1 5 7 4
50 8 4 2 4 3 6
20 3 5 5 6 2 4
30 5 1 1 3 6 2

.
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2. У пунктах постачання A1, A2, A3 є однорiдний вантаж в обсязi
250, 350, 300 одиниць вiдповiдно: цей вантаж треба перевезти у пунк-
ти B1, B2, B3 i B4 в обсязi вiдповiдно 180, 220, 230 i 270 од. Матриця
перевезень одиницi вантажу має вигляд

C =




11 4 15 7
20 9 7 14
18 9 3 8


 .

Знайти оптимальний план перевезень, тобто такий план, для яко-
го сума транспортних витрат є мiнiмальною.

3. Знайти оптимальний розв’язок транспортної задачi:

1)

bj

ai
80 80 60 80

160 5 4 3 4
140 3 2 5 5
60 1 6 3 2

; 2)

bj

ai
80 50 50 70

80 4 2 3 1
140 6 3 5 6
70 3 2 6 3

;

3)

bj

ai
85 60 80 75

50 1 20 10 8
150 6 5 2 1
100 5 3 7 6

; 4)

bj

ai
40 20 10 30

50 5 6 4 2
30 3 2 4 1
20 2 3 6 5

;

5)

bj

ai
30 100 40 110

60 4 5 2 3
100 1 3 6 2
120 6 2 7 4

; 6)

bj

ai
70 30 20

40 0 0 8
60 3 5 1
50 1 2 4

;

7)

bj

ai
20 30 20 20

20 4 1 5 3
30 2 6 4 7
40 5 3 6 4

; 8)

bj

ai
20 30 10

25 4 2 3
35 1 2 4

;

9)

bj

ai
150 120 80 50

100 3 5 7 11
130 1 4 6 3
170 5 8 12 7

.
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Вiдповiдi

2. X∗ =




180 70 0 0
0 150 200 0
0 0 30 270


, fmin = 7260.

3. 1) X∗ =




0 0 60 80
20 80 0 0
60 0 0 0


, fmin = 780;

2) X∗ =




0 0 10 70
10 50 40 0
70 0 0 0


, fmin = 720;

3)X∗ =




5− 5λ 5λ 60 35
70 + 5λ 80− 5λ 0 0

0 0 0 50


, 0 ≤ λ ≤ 1, fmin = 665;

4) X∗ =




10 0 10 30
10 20 0 0
20 0 0 0


 , fmin = 260;

5) X∗ =




0 0 40 20
30 0 0 70
0 100 0 20


, fmin = 590;

6) X∗ =




10 30 0
10 0 20
50 0 0


, fmin = 100;

7) X∗ =




0 20 0 0
20 0 10 0
0 10 10 20


, fmin = 270.

8) X∗ =
(

0 15 10
20 15 0

)
, fmin = 110;

9) X∗ = λX∗
1 + (1− λ)X∗

2 , де 0 ≤ λ ≤ 1,

X∗
1 =




0 20 80 0
130 0 0 0
20 100 0 50


, X∗

2 =




0 100 0 0
50 0 80 0
100 20 0 50


,

fmin = 2040.
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