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3. Актуалізація опорних знань  

4. Мотивація навчальної діяльності 
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7. Підведення підсумків заняття 
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Контрольні запитання 

1.Поясніть постановку задачі знаходження площі криволінійної трапеції. 

2. Яку суму називають інтегральною? 

3. Дайте означення визначеного інтеграла. 

4. Поясніть яка відмінність існує між визначеними та невизначеним інтегралом? 

5. Чи має значення для обчислення визначеного інтеграла, якою літерою 

позначається змінна інтегрування? 

6. Які задачі приводять до поняття подвійного інтеграла? 

7. Дати означення  подвійного інтеграла, сформульовано необхідну і достатні 

умови інтегрованості функції в області.  

8. Навести властивості подвійного інтеграла.  

9. Як використовуючи поняття визначеного інтеграла, можна обчислювати площі 

плоских фігур? 

10. Як за допомогою подвійного інтегралу знаходять площу фігури? 
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Практичне заняття № 3 
Метод обчислення площ плоских фігур ґрунтується на використанні 

геометричного змісту визначеного інтеграла: якщо на відрізку [a; b] функція  

y = f(x) неперервна і набуває невід’ємних значень, то значення інтеграла 

∫       
 

 
 дорівнює площі криволінійної трапеції, обмеженої графіком функції y 

= f(x), віссю Ох та прямими х = а та х = b (рис. 1) 

Якщо фігура обмежена графіком функцій y = f1(x), y = f2(x) та прямими х = а, х 

= b, (рис. 2), доцільно скористатись формулою для обчислення площі: 

  ∫[           ]       

 

 

 

 

     y        y = f(x)                                                      y             y = f1(x) 
 

 

 

 

     0  a                 b     x                                           0     a                     b    x 
                 (рис. 1)                                                                                          (рис. 2) 

Формула     справджується для будь-якої плоскої фігури, обмеженоої «зверху» 

графіком функції y = f1(x), а «знизу» – графіком функції y = f2(x), причому абсциси 

точок фігури повинні лежати в межах       (причому існують точки як з 

абсцисою а, так і з абсцисою b). 

В разі, коли   0xf  на  b;a           

b

a

b

a

dxxfdxxfS (  )                         

Обчислення площ за допомогою інтеграла. 

Використовуючи поняття визначеного інтеграла, можна обчислювати площі 

плоских фігур. Як відомо, визначений інтеграл від невід’ємної неперервної 

функції є площа відповідної криволінійної трапеції. У цьому полягає 

геометричний зміст визначеного інтеграла, на цьому ґрунтується його 

застосування для обчислення площ плоских фігур. 

 

1.Площа фігури, обмеженої графіком неперервної відємної на проміжку [ a ; b ] 

функції f (x), вісю Ох та прямими х=а и х= b : 

 

 

 

 



2. Площа фігури, обмеженої графіком неперервної функції f (x),  та прямими 

х=а, х= b : 

 

3. Площа фігури, обмеженої графіками неперервних  функцій f (x) и : 

 

4. Площа фігури, обмеженої графіком неперервної функцій f (x),  та віссю Ох: 

 

 

Розв’язування типових завдань. 

Приклад 1. Обчислити площу плоскої фігури, обмеженої лініями 

2,1,22)( 2  xxxxxfy  і відрізком ]2;1[  осі Ох. 

Розв’язання. Ця плоска фігура являє собою 

криволінійну трапецію, тому її площу обчислюють за 

формулою (1): 
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Нехай тепер функція )(xfy  , ];[ bax , - не додатна неперервна функція. У 

цьому разі графік цієї функції лежить під віссю Ох і  

0)(  
b

a

dxxfS . 

Розглянувши допоміжну функцію )(xfy  , 

];[ bax , дістанемо, що площа криволінійної трапеції 

bBAa  , обмеженої графіком функції )(xfy  , 

відрізком ];[ ba  осі Ох, відрізками прямих ax   і 

)( babx  , обчислюється за формулою (1), тобто 

  


b

a

dxxfS )(    (2) 

Розглянемо тепер криволінійну трапецію aABb  обмежену графіком функції 

)(xf , відрізком ];[ ba  осі Ох, відрізками прямих ax   і )( babx  . Оскільки графік  

функції )(xfy   симетричний графіку функції )(xfy   відносно осі Ох, то 

криволінійні трапеції aABb  і bBAa   рівні. Як відомо, рівні фігури мають рівні 

площі, тому площу криволінійної трапеції aABb  також обчислюватимемо за 

формулою (2). 

Приклад 2. Обчислити площу фігури, обмеженої 

лініями 3)( xxfy  , 1x  і віссю Ох. 

Розв’язання. Графік функції 3)( xxf  , ]0;1[x  

лежить під віссю Ох, тому для обчислення площі даної 

плоскої фігури застосовуємо формулу (2): 
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Нехай тепер )(xf , ];[ bax , - неперервна на відрізку ];[ ba  функція, графік 

якої перетинає відрізок ];[ ba  осі Ох в скінченному числі точок. З  формул (1) і (2) 

випливає, що площу плоскої фігури, обмеженої графіком функції )(xf , відрізком 

];[ ba  осі Ох, відрізками прямих ax   і bx  , обчислюють за формулою 


b

a

dxxfS )( .   (3) 

Приклад 3. Обчислити площу плоскої фігури, обмеженої відрізком 
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6

5
x  і x  

 Розв’язання. Розв’язавши 

рівняння 0cos x , дістанемо, що 

графік функції xy cos  на відрізку 
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Розглянемо тепер фігуру  , обмежену 

відрізками прямих ax   і )( babx   і графіками 

невід’ємних неперервних функцій )(1 xf , ];[ bax , і 

)(2 xf , ];[ bax . Оскільки фігуру   можна розглядати як 

різницю криволінійних трапецій aABb  і aMNb , то з 

урахуванням формули (1) дістанемо таку формулу для 

обчислення площі фігури   :  

   

b

a
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dxxfxfdxxfdxxfS ))()(()()( 2121  (4) 

 

Приклад 4. Обчислити площу фігури, обмеженої лініями 3)(1  xxfy  і 

1)( 2

2  xxfy  

Розв’язання. Розв’язавши рівняння 13 2  xx , знайдемо 

абсциси точок перетину графіків функцій 1f  і 2f : 11 x  і 

22 x . Використовуючи формулу (4), обчислимо площу 

фігури: 
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Якщо треба обчислити площу складнішої плоскої фігури, то шукану площу 

намагаються виразити у вигляді алгебраїчної суми площ деяких криволінійних 

трапецій. Так, наприклад, площу фігури, зображеної на рисунку обчислюють за 

формулою 

cCBbaACcaABb SSSS  . 

Нехай криві АВ, ВС і АС – відповідно графіки таких функцій: )(xfy  , 

];[ bax , )(xy    

];[ сax , і )(xy  , ];[ bсx . Тоді 

  

b

a

с

a

b

с

dxxdxxdxxfS )()()(  .  (5)  

 

Приклад 5.  Обчислити площу плоскої фігури, обмеженої 

лініями xy  , ]1;0[x , 2xy  , ]2;1[x , і ,422  xxy  ]2;0[x  

Розв’язання. Для знаходження площі скористаємося 

формулою (5): 
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А тепер перейдемо до подвійного інтегралу. 

Означення. Якщо  
i

n

i
i

SMf 
 10

lim  існує та не залежить ні від 



способу розбиття області D на частини, ні від вибору точок Mi, то ця границя 

називається подвійним інтегралом від функції );( yxfz   по області D і 

позначається так:  

      .;;
10

lim dxdyyxfdSyxfSMf
DD

i

n

i
i  



  

Отже, подвійний інтеграл є прямим узагальненням поняття звичайного 

визначеного інтеграла на випадок функції двох змінних. 

Властивості подвійного інтеграла 

1.      .;; dsyxfcdsyxfc
DD

   

2.           .;;;; 2121 dsyxfdsyxfdsyxfyxf
DDD

   

3.       dsyxfdsyxfdsyxf
DDD

 
21

;;; , якщо 21 DDD  , .21 DD   

4.   
D

Sds , S  — площа області .D  

П р и к л а д 3. Знайти площу фігури обмеженої лініями         і      . 

Розв’язування: Фігура, що має форму області D, обмежена параболою  

        і прямою      . 

Знайдемо ординати точок перетину даних ліній, 

розв’язуючи систему рівнянь: 

{
        

   
                 [

     
     

 

 

Область D – правильна в напрямі осі Ох. Тому   {             

   }. 

За формулою площі області маємо: 

  ∬     ∫  ∫    ∫             ∫        
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ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТІЙНОГО ВИКОНАННЯ 

Варіанти завдань розподіляються викладачем 

В-1:  

1) Обчислити (попередньо зробивши малюнок) площу фігури, обмеженої 

параболою  та прямими  х = 1, х=4. 



2) Подвійним інтегруванням знайти площу області, обмеженої параболами 

  √     √  і прямою    . 

В-2:  

1) Обчислити (попередньо зробивши малюнок) площу фігури, обмеженої 

лініями . 

2) Подвійним інтегруванням знайти площу частини конуса   √     , яка 

вирізається циліндром          . 

В-3:  

1) Обчислити (попередньо зробивши малюнок) площу фігури, обмеженої 

лініями y = x
3
, y = 8, y = 1. 

2) Подвійним інтегруванням обчислити площу області між кривими  

                      . 

В-4:  

1) Обчислити (попередньо зробивши малюнок) площу фігури, обмеженої 

лініями y = 4x – x
2
, y = 4 – x. 

2) За допомогою подвійного інтеграла, обчислити площу плоскої фігури, 

обмеженої лініями   
 

 
                

В-5:  

1) Обчислити (попередньо зробивши малюнок) площу фігури, обмеженої  

лініями y = x
2
 – 2x + 2, y = 2+ 6x – x

2
. 

2) За допомогою подвійного інтеграла, обчислити площу плоскої фігури, 

обмеженої лініями               

В-6:  

1) Обчислити (попередньо зробивши малюнок) площу фігури, обмеженої 

лініями  y = sin x, y = , . 

2) За допомогою подвійного інтеграла, обчислити площу плоскої фігури, 

обмеженої лініями             
 

 
     

В-7:  

1) Обчислити (попередньо зробивши малюнок) площу фігури, обмеженої 

графіками функцій   та . 

2) За допомогою подвійного інтеграла, обчислити площу плоскої фігури, 

обмеженої лініями               

В-8:  

1) Обчислити (попередньо зробивши малюнок) площу фігури, обмеженої 

кривими і віссю абсцис. 



2) Подвійним інтегруванням обчислити площу області, обмеженої лінією 

                   . 

 

Домашнє завдання: Данко П. Е. Высшая математика в упражнениях и задачах. В. 

2 ч. Ч. 1: Учеб. пособие для вузов. 6-е изд. М.: ООО «Издательский дом ОНИКС 

21 век»: ООО «Издательство мир и Образование», 2005. – 304 с. : ил. – с. 259-260:  

№1642 - № 1644. 

 


